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Resumo

Utilizando Teoria de Matrizes Aleatórias (TMA) em seu trabalho, Novaes apresentou

estat́ısticas lineares nos autovalores da matriz de tempo de retardo e estendeu seus

resultados às médias dos momentos generalizados, uma estat́ıstica não linear. O método

utilizado conseguiu resultados gerais e compactos, mas restritos apenas a uma das três

classes de simetria de Dyson. No caṕıtulo 3, baseados no método da função geratriz

hipergeométrica de Macêdo e Macedo, apresentaremos resultados para as todas classes

de simetria. Também demonstraremos que esses resultados são equivalentes aos de

Novaes.

Em seu artigo, Luque e Vivo apresentaram estat́ısticas não lineares dos permanentes

nos autovalores de matrizes aleatórias invariantes, com resultados espećıficos para o

ensemble de Jacobi para as três classes de simetrias de Dyson. De maneira semelhante,

apresentaremos no caṕıtulo 4 os resultados para o ensemble de Laguerre nos inversos

dos autovalores, ou seja, as estat́ısticas não lineares para os autovalores das matrizes de

tempo de retardo.

Embora a vantagem do uso da TMA esteja na possibilidade de calcularmos quanti-

dades f́ısicas e matemáticas analiticamente, algumas vezes é necessário recorrermos às

simulações numéricas. No caṕıtulo 5, seguindo ideias propostas na literatura por Mezza-

dri, implementamos um algoritmo eficiente em Python para gerar numericamente essas

matrizes para o ensemble Circular, além do método Hamiltoniano para geração de ma-

trizes de tempo de retardo, não nos restringindo às três classes clássicas. Rotinas para

os ensembles de Ginibre e Gaussiano também são implementadas.

Palavras-chave: cavidades caóticas, matrizes aleatórias, Laguerre, permanente, espa-

lhamento, tempo de retardo, python.



Abstract

Using Random Matrix Theory (RMT) in his work, Novaes presented linear statistics

on the eigenvalues of the time-delay matrix and extended its results to the averages

of the generalized moments, a nonlinear statistic. The method used achieved general

and compact results, but were restricted to just one of Dyson’s three symmetry classes.

In chapter 3 we will present results for the three Dyson’s symmetry classes, wich were

based on the hypergeometric generating function method of Macêdo and Macedo. We

will also show that these results are equivalent to those of Novaes.

In their article, Luque and Vivo presented nonlinear statistics of permanents on the

eigenvalues of invariant random matrices, with specific results for the Jacobi Ensemble

for the three Dyson’s symmetry classes. In a similar way, in chapter 4 we will present

results for the Laguerre Ensemble on the inverse of the eigenvalues, that is, the nonlinear

statistics on the eigenvalues of the time-delay matrices.

Although the advantage of using RMT is that we can calculate physical and mathe-

matical quantities analytically, it is sometimes necessary to use numerical simulations.

In chapter 5, following ideas proposed in the literature by Mezzadri, we implemented

an efficient algorithm in Python to numerically generate these matrices for the Circular

ensemble, and also the Hamiltonian method for generation of time-delay matrices, not

restricted to the three classic classes. Routines for Ginibre and Gaussian ensembles were

also implemented.

Keywords: chaotic cavities, random matrices, Laguerre, permanent, scattering, time-

delay, python.
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caracterizados pelos potenciais eletroqúımicos µ1 e µ2, através de guias
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6.2 Variância do tempo de Wigner em função do número de canais aberto N . 93
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5.3 Parâmetros da função circular. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.4 Comparação de desempenho entre as abordagens Hamiltoniana (Hamilto-
nian) e a proposta por Mezzadri (Scattering). Tempo, em segundos, para
gerar e armazenar um ensemble circular com 10000 matrizes 4×4 para as
respectivas simetrias. O método Hamiltoniano usa matrizes Gaussianas
de dimensão 160× 160. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

A.1 Funções da biblioteca MOPS utilizadas pela TDP. . . . . . . . . . . . . . 99

A.2 Funções públicas da biblioteca TDP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

A.3 Funções privadas da biblioteca TDP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

viii



Abreviações

TMA Teoria das Matrizes Aleatórias
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Teoria das Matrizes Aleatórias (TMA) foi introduzida por Wishart [1] no ińıcio

do século XX e tem encontrado aplicações em uma variedade de áreas da f́ısica, ma-

temática, probabilidade, estat́ıstica e engenharia [2–5]. Foi aplicada pela primeira vez

em sistemas f́ısicos por Wigner e Dyson [6–9] como um modelo para núcleos atômicos

complexos. Desde então, tem tido um enorme impacto na f́ısica e é hoje uma das prin-

cipais ferramentas para descrever propriedades de sistemas quânticos complexos.

Podemos atribuir esse sucesso crescente da TMA a, principalmente, dois motivos.

Primeiro, para matrizes no limite de grandes dimensões, as correlações estat́ısticas do

espectro de um ensemble de matrizes são independentes da distribuição de probabilidade

que define o ensemble, dependendo apenas de propriedades invariantes da distribuição

[10, 11]. Segundo, as técnicas da TMA permitem o cálculo e a computação num grau

que de outra maneira seria imposśıvel alcançar no contexto em que são aplicadas.

1.1 Sistema F́ısico

Neste trabalho, como aplicação de interesse, a TMA fornece ferramentas para in-

vestigarmos as propriedades quânticas do transporte eletrônico em cavidades baĺısticas

acopladas a reservatórios através de duas guias ideais [11–13] (figuras 1.1 e 1.2).

As dimensões f́ısicas desses sistemas são tais que a natureza quântica do elétron torna-

se importante e um tratamento puramente clássico da sua dinâmica é inadequado [14].

1



Caṕıtulo 1. Introdução 2

Figura 1.1: Idealização t́ıpica de uma cavidade baĺıstica acoplada a dois reservatórios,
caracterizados pelos potenciais eletroqúımicos µ1 e µ2, através de guias ideais.

Figura 1.2: Realização de uma cavidade baĺıstica em um GE2D (visão superior).
Branco: GE2D; cinza: regiões de repulsão; preto: visão superior do gates. Os gates
retangulares formam a cavidade enquanto os pares de gates com ponta estreita contro-
lam as aberturas dos dois contatos baĺısticos. As trajetórias dos elétrons são espalhadas

apenas na fronteira da cavidade. Fonte: Nazarov e Blanter (2009).

Para tratarmos o transporte nessas estruturas devemos considerar as escalas de compri-

mento relevantes (tabela 1.1), importantes para caracterizar os sistemas mesoscópicos.

Śımbolo Nome Descrição

λF Comprimento de
onda de Fermi

Esta é a menor escala de comprimento. Em baixas
temperaturas, apenas elétrons com energia próximas
a de Fermi participam do transporte.

l Caminho livre
médio

É a distância média percorrida pelo elétron entre duas
colisões elásticas.

ξ Comprimento de
localização

Determina a extensão espacial das funções de onda
eletrônicas. Para condutores a função de onda se es-
tende por toda a amostra.

Lφ Comprimento de
coerência de fase

É a distância média percorrida pelo elétron até que a
função de onda que o descreve perca a coerência de
fase.

Ld Comprimento do
sistema

É paralelo à direção da corrente e perpendicular à lar-
gura das guias W .

Tabela 1.1: Lista dos comprimentos caracteŕısticos. Adaptado de Mello e Kumar
(2004).

Um sistema é dito mesoscópico quando o comprimento de coerência de fase Lφ é
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maior ou comparável ao tamanho do sistema Ld [15]. Comumente, a coerência de fase

é perdida em espalhamentos inelásticos com outros elétrons ou fônons.

Com o decréscimo da temperatura, Lφ aumenta, tornando um sistema com Ld ≈ 1µm

mesoscópico abaixo de 100mK [2]. Tipicamente, à baixas temperaturas, temos que

λF < l < ξ < Lφ, o que permite a caracterização de três regimes distintos de transporte

(tabela 1.2).

Caracterização Nome Descrição

Ld < l Baĺıstico O comprimento da amostra é menor que o livre ca-
minho médio. Os elétrons de deslocam praticamente
sem sofrer colisões.

l < Ld < ξ Difusivo O comprimento da amostra é maior que o livre cami-
nho médio e menor que o comprimento de localização.
Caracterizado pelas diversas colisões elásticas sofridas
pelo elétron.

ξ < Ld < Lφ Localizado O comprimento da amostra encontra-se entre o com-
primento de localização e o comprimento de coerência
de fase. As funções de onda dos elétrons permanecem
localizadas de modo que a amostra se comporta como
um isolante.

Tabela 1.2: Lista dos regimes de transporte mesoscópicos. Adaptado de Mello e
Kumar (2004) e Weidenmüller et al. (1998).

1.2 Espalhamento

Outra consequência da baixa temperatura é a supressão dos fônons e, também, à

baixa diferença de potencial, as interações entre os elétrons podem ser negligenciadas.

Portanto, os elétrons dentro da cavidade espalham elasticamente [14]. Sendo assim, se as

duas guias suportam, respectivamente, N1 e N2 canais quânticos [16], toda a informação

do transporte eletrônico está codificada na matriz de espalhamento:

S =

rN1×N1 t′N1×N2

tN2×N1 r′N2×N2

 . (1.1)

Convencionou-se que os blocos r e t são as matrizes de reflexão e transmissão através

da guia à esquerda da cavidade, enquanto t′ e r′ são os da guia à direita.

A conservação de corrente implica que S é unitária S−1 = S†. Como consequência

direta da unitariedade temos que as quatro matrizes hermitianas tt†, t′t′†, 1 − rr† e
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1 − r′r′† possuem o mesmo conjunto de autovalores T1, T2, . . . , TN . Sendo cada um

desses autovalores de transmissão um número real entre 0 e 1.

Os autovalores de transmissão determinam as propriedades de transporte. A mais

comum é a condutância, que, para baixas diferenças de potencial e temperatura zero, é

dada por [14]

G = G0

N∑
n=1

Tn (1.2)

onde G0 ≡ 2e2/h. Essa equação é conhecida como fórmula de Landauer [14].

A segunda é a potência de rúıdo de disparo. A carga discreta do elétron causa

flutuações na corrente dependentes do tempo I(t) = Ī + δI(t), que persiste mesmo a

temperatura zero [17]. A potência de rúıdo de disparo está relacionada aos autovalores

de transmissão por [14]

P = P0

N∑
n=1

Tn(1− Tn) (1.3)

na qual P0 ≡ 2eV G0. Note que N denota o número de canais quânticos abertos em uma

das guias, não a dimensão da matriz de espalhamento, que é (N1 + N2) × (N1 + N2).

Sem perda de generalidade, assumimos que N1 ≥ N2 ou, de maneira equivalente, que

N = min(N1, N2).

A principal suposição sobre sistemas do tipo descrito é que, devido a dinâmica caótica

dentro da cavidade, a corrente elétrica apresenta caracteŕısticas universais [2, 4] (figura

1.3), o que permite modelar o problema através da TMA.

Figura 1.3: Flutuações da condutância como função de um campo magnético perpen-
dicular aplicado em um fio de ouro com 310nm de comprimento e 25nm de largura à

10mK. Fonte: Beenakker (1997).
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Em sistemas ergódicos, como cavidades caóticas, é natural fazer a suposição de

máxima entropia [18] levando ao postulado de que a matriz de espalhamento é unifor-

memente distribúıda sobre o grupo unitário, sendo obtida do ensemble Circular [3, 19].

Nesse caso, a matriz de transmissão tt† pertence a um dos Ensembles de Jacobi, portanto

a densidade de probabilidade conjunta dos seus autovalores T1 . . . , TN é [4, 13, 20]

P (T1, . . . , TN ) =
1

Zω≡J(β,N)

∏
j<k

|Tj − Tk|β
N∏
i=1

T
β/2(|N1−N2|+1)−1
i (1− Ti)γ/2, (1.4)

onde Zω≡J é a integral de Selberg [19, 21] no peso de Jacobi. Se a matriz de espalhamento

S pertence a um dos três ensembles clássicos de Dyson [4, 7], então γ = 0.

1.3 Tempo de Retardo

Embora essa abordagem seja bem sucedida na descrição das propriedades dos con-

dutores coerentes [4, 18], ela não fornece nenhuma informação sobre a dependência da

energia da matriz de espalhamento, que é necessária para obtenção da matriz de Wigner-

Smith [22]:

Q = −i~S† ∂S
∂E

. (1.5)

Para construirmos matrizes de espalhamento com a dependência da energia usamos a

abordagem Hamiltoniana [23–25]. Os autovalores da matriz Q são os tempos próprios

τ1, . . . , τN e seu traço normalizado é o tempo de Wigner [26, 27]:

τW =
1

N
TrQ. (1.6)

Essas quantidades contêm informações sobre o tempo que uma part́ıcula, no caso um

elétron, passa dentro da região de espalhamento e, também, constituem os principais

objetos de interesse de nossas duas primeiras contribuições descritas e discutidas nos

caṕıtulos 3 e 4.

Um importante avanço no estudo da matriz de Wigner-Smith foi o trabalho de Be-

enakker, Brouwer e Frahm, onde foram capazes de obter a distribuição conjunta dos

tempos próprios [26]. Eles estabeleceram o relacionamento com o Ensemble de La-

guerre, onde a distribuição conjunta do inverso dos tempos próprios, γi = 1/τi, é dada
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por:

P (γ1, . . . , γN ) =
1

Zω≡L(β,N)

∏
j<k

|γj − γk|β
N∏
i=1

e−
β
2
τHγiγ

β
2
N

i . (1.7)

Perceba que nesse caso, diferente da discussão sobre condutância e potência de rúıdo de

disparo, N é o número total de canais N1 +N2, ou seja, a dimensão das matrizes S e Q.

Apesar da distribuição para os tempos próprios ser conhecida [26], as propriedades

estat́ısticas da sua soma, o tempo de Wigner, continuam desconhecidas. Apenas as

distribuições para um e dois canais foram deduzidas em [28] e [29], respectivamente as

equações (3.3) e (3.4).

1.4 Objetivos

Estabelecemos três objetivos principais que resultaram nas contribuições deste tra-

balho, são eles:

1. calcular médias de estat́ısticas lineares nos autovalores da matriz de tempo de

retardo;

2. calcular médias de estat́ısticas não lineares nos autovalores da matriz de tempo de

retardo;

3. criar um programa em Python para gerar ensembles de matrizes aleatórias e cal-

cular suas estat́ısticas numericamente.

O primeiro objetivo envolve médias de soma de potências

〈τn1 + τn2 + . . .+ τnN 〉

e médias de produtos de soma de potências

〈pλ1pλ2 · · · pλk〉

pλi(τ1, τ2, . . . , τN ) =

N∑
j=1

τλij .
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Através dessas médias podemos obter expressões para as seguintes quantidades de inte-

resse [27, 30]:

〈Mn〉 =
1

N
〈pn(Q)〉 (média de momentos)

〈Mλ〉 = 〈Mλ1Mλ2 . . .〉 =
1

N `(λ)
〈pλ(Q)〉 (média de momentos generalizados)

〈τnW 〉 = 〈M1n〉 = 〈Mn
1 〉 (média do tempo de Wigner)

〈τnW 〉c = 〈M1n〉 −
n−1∑
m=1

(
n− 1

m− 1

)
〈τmW 〉c〈M1n−m〉 (cumulante do tempo de Wigner)

O segundo objetivo envolve médias de produtos de potências

〈τλ1
1 τλ2

2 · · · τ
λN
N 〉.

Elas surgem naturalmente quando consideramos momentos de estat́ısticas lineares como

〈Mk
n〉 e, também, incorpora casos especiais como potências do determinante de Q

((detQ)k) e o traço de potências de Q (TrQk).

O terceiro objetivo, o programa para geração de matrizes aleatórias, possui dois

requisitos principais:

1. a capacidade de gerar matrizes para as 10 classes de simetria da classificação de

Altland-Zirnbauer [31–33] (tabela 2.9);

2. a implementação da proposta de Mezzadri [34] de um algoritmo eficiente para a

geração de matrizes circulares.

1.5 Organização

Este trabalho está distribúıdo em Referencial Teórico (caṕıtulo 2), Contribuições

(caṕıtulos 3, 4 e 5) e Perspectivas (caṕıtulo 6). As contribuições possuem suas próprias

introduções e conclusões.

No caṕıtulo 2 temos os conceitos necessários para o bom entendimento das ideias

expostas nesta dissertação. A seção 2.5, Resultados de Kaneko, é especialmente impor-

tante, pois o desenvolvimento da subseção 2.5.2 permitiu alcançarmos o nosso principal

resultado, expresso na equação (4.3).
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No caṕıtulo 3, buscando uma solução para calcular as médias de estat́ısticas lineares

no autovalores do tempo de retardo, adaptamos o método desenvolvido por Macêdo

e Macedo em [35], onde as estat́ısticas de contagem de carga no transporte quântico

utilizam uma função geratriz hipergeométrica (3.20). O método obtido foi prontamente

utilizado para obter todos os resultados já conhecidos, fórmulas gerais (3.47, 3.51) e

resultados exatos (3.36, 3.37, 3.38), com a complexidade esperada e para qualquer classe

de simetria. Uma biblioteca Maple, chamada de Time Delay Package (TDP) (apêndice

A), foi escrita implementando o método e usada neste trabalho.

No caṕıtulo 4 procuramos resultados inéditos. Em [36] Luque e Vivo apresentaram

estat́ısticas não lineares dos permanentes nos autovalores de matrizes aleatórias inva-

riantes, com resultados espećıficos para o ensemble de Jacobi para as três classes de

simetrias de Dyson. De maneira semelhante, apresentaremos os resultados para o en-

semble de Laguerre nos inversos dos autovalores, ou seja, as estat́ısticas não lineares para

os autovalores das matrizes de tempo de retardo. Com a equação (4.8) de Luque e Vivo,

encontrada em termos de hiperdeterminantes para β = 2, obtivemos uma fórmula geral

(4.11) a partir da qual derivamos casos particulares (4.12, 4.13). Utilizando o método

da função geratriz hipergeométrica, determinado no caṕıtulo 3, derivamos na seção 4.3

resultados para qualquer β com o auxilio da biblioteca TDP.

No caṕıtulo 5, seguindo ideias propostas na literatura [34], implementamos um algo-

ritmo eficiente em Python para gerar numericamente matrizes para o ensemble Circular

(seção 5.3), além do método Hamiltoniano [23–25] para geração de matrizes de Tempo de

Retardo (seção 5.4), não nos restringindo às três classes clássicas (tabela 2.9). Rotinas

para os ensembles de Ginibre e Gaussiano (seções 5.1 e 5.2) também são implementadas.

Algumas ideias foram parcialmente abordadas durante o desenvolvimento desta dis-

sertação. Outras se mostraram desafios muito grandes para o curto espaço de tempo.

No caṕıtulo 6 registramos duas como perspectivas.



Caṕıtulo 2

Fundamentos e Teoria

Neste caṕıtulo apresentamos os conceitos utilizados na construção e justificativa de

nossa abordagem e considerados necessários para o bom entendimento da nossa proposta.

2.1 Partições

Uma partição é uma sequência decrescente de inteiros positivos λ = [λ1, λ2, . . . , λk]

chamados de partes, tais que λ1 > λ2 > · · · > λk [37–39]. O número de partes não

zero é seu comprimento, `(λ). Por λ ` n ou |λ| = n denotamos o peso de λ, definido

como
∑`(λ)

i=1 λi = n. Portanto, [4, 4, 2, 2, 1] ` 13. Também usamos a notação compacta

[42, 22, 1] ≡ [4, 4, 2, 2, 1]. Partições da forma

[k, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−k vezes

] = [k, 1n−k] (2.1)

são chamadas de hook [37, 38, 40].

Sendo Par(n) o conjunto de todas as partições de peso n, temos que

Par(1) = [1]

Par(2) = [2], [1, 1]

Par(3) = [3], [2, 1], [1, 1, 1]

Par(4) = [4], [3, 1], [2, 2], [2, 1, 1], [1, 1, 1, 1]

...

9
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A soma λ1 + λ2 + · · · = n dos termos de uma partição pode ser escrita como

n = c1 + 2c2 + 3c3 + . . . , (2.2)

onde ci ≥ 0 é o número de vezes que o inteiro i aparece na partição. Por exemplo, para

λ = [6, 4, 4, 3, 2, 2, 2, 1, 1] temos

25 = 6 + 4 + 4 + 3 + 2 + 2 + 2 + 1 + 1

= 1(2) + 2(3) + 3(1) + 4(2) + 5(0) + 6(1).

Dessa maneira, o número de soluções inteiras e não negativas da equação (2.2) corres-

ponde ao número de partições de n, que denotaremos por Np(n). Este número pode ser

obtido a partir da função geratriz [38]

∞∑
n=0

Np(n)xn =

∞∏
k=1

1

1− xk
. (2.3)

De fato, representando os fatores em (2.3) como séries geométricas

∑
Np(n)xn = (1 + x+ x2 + . . .)(1 + x2 + x4 + . . .)(1 + x3 + x6 + . . .) . . .

=
∞∏
i=1

(1 + xi + x2i + x3i + . . .).

O produto dos monômios gera termos do tipo

x1c1x2c2x3c3 · · · = xc1+2c2+3c3+....

Portanto, o coeficiente Np(n) de xn é o número de maneiras de escrevermos n = c1 +

2c2 +3c3 + . . ., ou seja, é o número de partições contidas no conjunto gerado por Par(n).

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Np(n) 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 231

Tabela 2.1: Número de elementos de Par(n) para alguns valores de n.

Partições são usualmente representadas pelos chamados diagramas de Young (ou

diagramas de Ferrers) [40–42]. Uma partição λ é visualizada como uma coleção de caixas

organizadas em `(λ) linhas alinhadas à esquerda, com a linha i contendo λi caixas.
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Se uma caixa ocupa a posição j na linha i, dizemos que ela possui coordenadas (i, j).

Formalmente podemos dizer que um diagrama de uma partição λ é o conjunto de caixas

{(i, j) ∈ N2; 1 ≤ i ≤ `(λ); 1 ≤ j ≤ λi}.

λ = [2, 12] λ = [22] λ = [3, 2, 1] λ = [4] λ = [42, 22, 1]

Tabela 2.2: Diagramas de Young.

Definimos o conteúdo de uma caixa como cij = j − i. Chamaremos esse conteúdo de

content. O content pode ser generalizado para um α-content. Seja α um número real

positivo, então, para qualquer caixa (i, j) de λ, definimos o α-content [39] como

c
(α)
ij = j − 1− i− 1

α
. (2.4)

1-content 2-content

0 1 2 3

−1 0 1 2

−2 −1

−3 −2

−4

0 1 2 3

−2 −1 0 1

−4 −3

−6 −5

−8

Tabela 2.3: Diagramas de Young para λ = [42, 22, 1] com α-content.

Para cada partição λ definimos a partição conjugada λ′ obtida pela transposição do

diagrama de λ (tabela 2.4). Dessa forma, λj é o número de caixas na j-ésima coluna de

λ.

λ = [5, 42, 1] λ′ = [4, 33, 1]

Tabela 2.4: Conjugação de λ.
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Note que λ′1 = `(λ) e λ1 = `(λ′). Para uma célula s = (i, j) de um diagrama de

Young, definimos [37, 38, 41, 42]:

aλ(s) = aλ(i, j) = λi − j arm length,

lλ(s) = λ′j − i leg length,

a′λ(s) = j − 1 co-arm length,

l′λ(s) = i− 1 co-leg length,

h∗λ(s) = lλ(s) + α(1 + aλ(s)) upper hook length,

hλ∗(s) = lλ(s) + 1 + αaλ(s) lower hook length.

O arm length é o número de caixas à direita de s; o leg length é o número de caixas

abaixo de s. Similarmente, o co-arm length e o co-leg length são o número de caixas

à esquerda e acima de s, respectivamente. Para α = 1, h∗λ(s) = hλ∗(s) e representa o

número de células à direita e abaixo de s, incluindo o próprio s.

s s s

Tabela 2.5: Definições para o diagrama de Young.

As áreas cinzas no diagrama da esquerda são o arm length aλ(s) = 3 e o leg length lλ(s) = 2 de s para

λ = [6, 5, 3, 2]. No centro são o co-arm length a′λ(s) = 1 e o co-leg length l′λ(s) = 1. Na direita é o hook

length h∗λ(s) = hλ∗ (s) = 6 para α = 1. Adaptado de Mezzadri e Reynolds [41].

É conveniente definirmos as seguintes quantidades:

c′(λ, α) =
∏
s∈λ

h∗λ(s), (2.5a)

c(λ, α) =
∏
s∈λ

hλ∗(s), (2.5b)

j
(α)
λ = c(λ, α)c′(λ, α). (2.5c)
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A constante j
(α)
λ é importante para a teoria dos polinômios de Jack (seção 2.3). Expli-

citamente

j
(α)
λ =

∏
s∈λ

h∗λ(s)hλ∗(s)

=
∏
s∈λ

[lλ(s) + α(aλ(s) + 1)] [lλ(s) + 1 + αaλ(s)]

=
∏

(i,j)∈λ

[
λ′j − i+ α(λi − j + 1)

] [
λ′j − i+ 1 + α(λi − j)

]
.

(2.6)

Outra quantidade importante neste trabalho relacionada às partições é a genera-

lização do śımbolo de Pochhammer [39, 43]

(N)n = N(N + 1)(N + 2) . . . (N + n− 1)

=
Γ(N + n)

Γ(N)

=
n∏
j=1

(N + j − 1) ; (N)0 = 1,

(2.7)

definida como [39, 42]

(N)
(α)
λ =

`(λ)∏
i=1

(
N − i− 1

α

)
λi

=

`(λ)∏
i=1

Γ
(
N − i−1

α + λi
)

Γ
(
N − i−1

α

)
=

`(λ)∏
i=1

λi∏
j=1

(
N − i− 1

α
+ j − 1

)
=
∏
s∈λ

(
N −

l′λ(s)

α
+ a′λ(s)

)
; α > 0.

(2.8)

A conexão entre o śımbolo de Pochhammer e o diagrama de Young torna-se evidente se

o reescrevermos em termos do α-content (2.4)

(N)
(α)
λ =

∏
(i,j)∈λ

(
N + c

(α)
ij

)
. (2.9)

Sendo assim, estabelecemos as seguintes generalizações e notações para o raising (rising)

e lowering (falling) factorials [38, 39, 42]:

[N ]λ(α) =

`(λ)∏
i=1

[
N − i− 1

α

]λi
=

∏
(i,j)∈λ

(
N + c

(α)
ij

)
,

[N ]
(α)
λ =

`(λ)∏
i=1

[
N +

i− 1

α

]
λi

=
∏

(i,j)∈λ

(
N − c(α)

ij

)
.

(2.10)
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Podemos definir relações de ordem para as partições. Uma relação particularmente

útil é a chamada ordem de dominância ou ordem natural de Par(n) e denotada por �

[37, 38, 41–43].

Desta forma, se µ, λ ∈ Par(n), definimos µ � λ se µ1+µ2+. . .+µi ≤ λ1+λ2+. . .+λi,

∀ i ≥ 1. Esta relação é uma ordem pois é:
Reflexiva : µ � µ,

Anti-simétrica : µ � λ e λ � µ→ λ = µ,

Transitiva : λ � µ e µ � κ→ λ � κ.

Mas é uma relação de ordem total apenas para n ≤ 5, não para n ≥ 6. Por exemplo,

para n = 5 temos:

Par(5) = {[5], [4, 1], [3, 2], [3, 1, 1], [2, 2, 1], [2, 1, 1, 1], [1, 1, 1, 1, 1]},

[5] � [4, 1] � [3, 2] � [3, 1, 1] � [2, 2, 1] � [2, 1, 1, 1] � [1, 1, 1, 1, 1].

Por sua vez, para n = 6:

Par(6) = {[6], [5, 1], [4, 2], [4, 1, 1], [3, 3], [3, 2, 1], [3, 1, 1, 1], [2, 2, 2],

[2, 2, 1, 1], [2, 1, 1, 1, 1], [1, 1, 1, 1, 1, 1]}.

Vemos que [4, 1, 1] e [3, 3] não são compat́ıveis e, também, [3, 1, 1, 1] e [2, 2, 2].

Uma relação de ordem total em Par(n) é a chamada ordem lexicográfica e denotada

por >.

Dadas as partições µ, λ ∈ Par(n), definimos λ > µ se µ = λ ou se, para algum i,

µ1 = λ1, . . . , µi−1 = λi−1 e λi > µi. Exemplo para Par(6):

[6] > [5, 1] > [4, 2] > [4, 1, 1] > [3, 3] > [3, 2, 1] > [3, 1, 1, 1] > [2, 2, 2] >

[2, 2, 1, 1] > [2, 1, 1, 1, 1] > [1, 1, 1, 1, 1, 1].

Observe que se µ � λ então µ 6 λ, mas a rećıproca não é verdadeira.
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2.2 Funções Simétricas

Uma função simétrica é uma série ou um polinômio em muitas variáveis com coefi-

cientes racionais invariantes sob a permutação das variáveis [19, 37, 38]. Por exemplo,

x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1x2x3 é uma função simétrica em três variáveis, mas x2

1 + x2
2x3 + x2

3x1

não é, porque intercambiar x1 e x2 não mantém a função inalterada.

Escrever uma função simétrica explicitamente como um polinômio é similar a expres-

sar um número numa base espećıfica, como decimal, binária ou hexadecimal. E, assim

como os números, algumas vezes precisamos expressá-las em termos dos seus fatores

primos [37]. Os primos de uma função simétrica são as funções simétricas elementares

[19]:

en(x1, . . . , xk) = m[1n] =
∑

i1<...<in

xi1 · · ·xin . (2.11)

Por exemplo,

e3(x1, x2, x3, x4) = x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4.

Seja λ = [λ1, λ2, . . . , λk] uma partição, ou seja, uma sequência finita de inteiros

escritos em ordem decrescente. Então, a função simétrica elementar correspondente a λ

é definida pelo produto [38]

eλ = eλ1eλ2 · · · eλk .

O fato excepcional é que as funções simétricas elementares eλ formam uma base para

todas as funções simétricas, descrevendo-as unicamente. Esse é o chamado Teorema

Fundamental da Teoria das Funções Simétricas [38, p. 83]:

∑
λ

cλeλ. (2.12)

Por exemplo, vamos escrever a função simétrica x3
1 + x3

2 + x3
3 em termos de funções

simétricas elementares. Usaremos nesse exemplo as funções e1 = x1 + x2 + x3, e2 =

x1x2 + x2x3 + x3x1 e e3 = x1x2x3. Iniciaremos com o cubo de e1

e3
1 = e[1,1,1] = x3

1+x3
2+x3

3+3(x2
1x2+x2

2x1+x2
1x3+x2

3x1+x2
2x3+x2

3x2)+6x1x2x3. (2.13)
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Podemos substituir 6x1x2x3 por 6e3. Agora precisamos apenas escrever o termo 3(x2
1x2+

x2
2x1 + x2

1x3 + x2
3x1 + x2

2x3 + x2
3x2). O produto

3e1e2 = 3(x2
1x2 + x2

2x1 + x2
1x3 + x2

3x1 + x2
2x3 + x2

3x2) + 9x1x2x3

é muito próximo, mas nos deixa com o termo extra 9x1x2x3. Podemos removê-lo fazendo

3e1e2− 9e3. Usando esses resultados e resolvendo (2.13) para x3
1 +x3

2 +x3
3, encontramos

x3
1 + x3

2 + x3
3 = e3

1 − 3e1e2 + 3e3 = e[1,1,1] − 3e[2,1] + 3e[3].

Embora a função simétrica elementar seja fundamental para o nosso trabalho, exis-

tem, ao menos, quatro outras bases naturais com as quais podemos expressar qualquer

função simétrica. São elas [37, 38]:

mλ monomial,

pλ soma de potências,

hλ homogênea completa,

sλ Schur.

Para essas quatro bases e a função simétrica elementar, temos os seguintes exemplos:

e[3,2,2] = e3e2e2 = x1x2x3(x1x2 + x2x3 + x3x1)2,

p[3,2,2] = p3p2p2 = (x3
1 + x3

2 + x3
3)(x2

1 + x2
2 + x2

3)2,

h[2,1] = h2h1 = (x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2 + x2x3 + x3x1)(x1 + x2 + x3),

m[3,2,2] = x3
1x

2
2x

2
3 + x3

2x
2
1x

2
3 + x3

3x
2
2x

2
1,

s[3,1] = m[3,1] +m[2,2] + 2m[2,1,1].

Como podemos alternar entre as bases facilmente, temos bastante flexibilidade na abor-

dagem de problemas envolvendo funções simétricas.

Neste trabalho, estamos interessados em duas transições espećıficas. Entre as bases

de soma de potências e elementar e entre as bases monomial e de soma de potências.

Para demonstrar a transição da base elementar para a base de soma de potências

começaremos mostrando que as funções simétricas elementares podem ser obtidas a
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partir da função geratriz [19, 39]

∑
n≥0

ent
n =

∏
i≥1

(1 + xit) ≡ E(t). (2.14)

Por sua vez, as somas de potência são obtidas da função geratriz

∑
n≥1

pnt
n−1 =

∑
i

xi
1− xit

≡ P (t). (2.15)

Percebendo que

P (−t) =
d

dt
lnE(t) =

1

E(t)

d

dt
E(t) (2.16)

calculamos

P (−t)E(t) =
d

dt
E(t)∑

n≥1

(−1)n−1pnt
n−1

∑
m≥0

emt
m =

∑
k ≥ 1kekt

k−1

∑
n≥1

∑
m≥0

(−1)n−1pnemt
n+m−1 =

∑
k≥1

kekt
k−1. (2.17)

Definindo n+m = k

∑
k≥1

(
k∑

n=1

(−1)n−1pnek−m

)
tk−1 =

∑
k≥1

kekt
k−1 (2.18)

o que permite, por fim, determinar a seguinte relação de recorrência para mudança de

base de funções simétricas elementares para soma de potências [19, 38]

kek =
k∑

n=1

(−1)n−1pnek−n. (2.19)

Dessa forma:

e1 = p1

e2 =
1

2
(p1e1 − p2) =

1

2
(p2

1 − p2)

e3 =
1

3
(p1e2 − p2e1 + p3) =

1

6
(p3

1 − 3p1p2 + 2p3)

...
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Usando (2.2) e (2.19) generalizamos para

eλ = e[λ1.λ2,... ,λk] = eλ1eλ2 · · · eλk =
k∏
i=1

eλi

eλi =
1

λi

λi∑
n=1

(−1)n−1pneλi−n.

(2.20)

Partindo de (2.17) podemos demonstrar a transição inversa, ou seja, da base de soma

de potências para a base elementar escrevendo

∑
k≥1

(
k−1∑
m=0

(−1)k−m−1pk−mem

)
tk−1 =

∑
k≥1

kekt
k−1

k−1∑
m=0

(−1)k−m−1pk−mem = kek

(−1)k−1pk +
k−1∑
m=1

(−1)k−m−1pk−mem = kek

e novamente determinando uma relação de recorrência [19, 38]

pk = (−1)k−1kek +
k−1∑
m=1

(−1)m−1pk−mem. (2.21)

Dessa maneira:

p1 = e1

p2 = −2e2 + p1e1 = e2
1 − 2e2

p3 = 3e3 + p2e1 − p1e2 = e3
1 − 3e1e2 + 3e3

...

E, de forma mais geral, sendo λ = [λ1, λ2, . . . , λk] temos que

pλ = p[λ1.λ2,... ,λk] = pλ1pλ2 · · · pλk =

k∏
i=1

pλi

pλi = (−1)λi−1λieλi +

λi−1∑
m=1

(−1)m−1pλi−mem.

(2.22)

A transição entre a base monomial e a base de soma de potências é um pouco mais

complicada. Seja λ = [λ1, λ2, . . . , λk] uma partição com k ≤ n. Dado o conjunto de
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variáveis x1, x2, . . . , xn, a função monomial simétrica

mλ = m[λ1,λ2,...,λk](x1, x2, . . . , xn)

nessas variáveis é a soma do monômio xλ1
1 xλ2

2 · · ·x
λk
k com todos os distintos monômios

obtidos pela permutação das variáveis. Por exemplo, com λ = [2, 1, 1] e n = 4:

m[2,1,1] =x2
1x2x3 + x1x

2
2x3 + x1x2x

2
3 + x2

1x2x4

+ x1x
2
2x4 + x1x2x

2
4 + x2

1x3x4 + x1x
2
3x4

+ x1x3x
2
4 + x2

2x3x4 + x2x
2
3x4 + x2x3x

2
4.

Em particular, quando λ = [k], temos a soma de potências [38]

m[k] = pk(x1, x2, . . . , xn) =

n∑
i=1

xki .

Da equação acima, fica claro que, para qualquer caso, p0(x1, x2, . . . , xn) = n.

Para cada partição λ = [λ1, λ2, . . . , λk] = [1t12t2 · · · ktk ] com k ≤ n, onde ti indica a

quantidade de vezes que um inteiro aparece na partição, a função simétrica monomial

aumentada [44] é definida como

m̃λ = m̃[λ1,λ2,...,λk](x1, x2, . . . , xn)

= t1! t2! · · · tk!mλ

= λ!mλ.

(2.23)

Uma maneira simples de expressar a função simétrica monomial aumentada em ter-

mos de soma de potências é dada por [44]

m̃[λ1,λ2,... ,λk] = pλkm̃[λ1,λ2,... ,λk−1]

−
k−1∑
i=1

m̃[λ1,... ,λi−1,λi+λk,λi+1,... ,λk−1].
(2.24)

onde m̃ e p são funções de n variáveis, n ≥ k.



Caṕıtulo 2. Fundamentos e Teoria 20

2.3 Polinômios de Jack

Os polinômios de Jack são outra famı́lia de funções simétricas homogêneas, que de-

pendem de uma partição e de um parâmetro α.

Seja x = (x1, . . . , xN ) um conjunto de variáveis e λ uma partição de comprimento

`(λ) = m ≤ N , o polinômio de Jack C
(α)
λ (x) satisfaz as seguintes propriedades [38][19]:

1. o polinômio é escrito como

C
(α)
λ (x) = dλx

λ1
1 xλ2

2 · · ·x
λm
m + termos de ordem menor

onde dλ é uma constante dada por

dλ = n!

`(λ)∏
i=1

1

(λi − i+ `(λ))!

`(λ)∏
j=i+1

(λi − λj + j − i).

2. C
(α)
λ é uma autofunção do operador diferencial

∆(α) =
N∑
j=1

x2
j

∂2

∂x2
j

+
2

α

N∑
j,k=1
j 6=k

x2
j

xj − xk
∂

∂xj
.

3. A normalização de C
(α)
λ é fixada pela condição

(x1 + · · ·+ xN )n =
∑
λ`n

`(λ)≤N

C
(α)
λ (x).

Para o caso em que x = (1, 1, . . . , 1) = 1N , temos

C
(α)
λ

(
1N
)

=
α2|λ||λ|!
j

(α)
λ

[
N

α

]α
λ

=
α2|λ||λ|!
j

(α)
λ

`(λ)∏
i=1

λi∏
j=1

(
N

α
− 1

α
(i− 1) + j − 1

)

=
α|λ||λ|!
j

(α)
λ

∏
(i,j)∈λ

(N − (i− 1) + α(j − 1)) .

(2.25)
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Esse é um resultado particularmente importante para a seção [2.5]. Sua conexão com o

Diagrama de Young fica evidente se usarmos a definição (2.4)

C
(α)
λ

(
1N
)

=
|λ|!
j

(α)
λ

∏
(i,j)∈λ

(αN + c
(α)
ij ). (2.26)

Os casos mais interessantes dos polinômios de Jack são quando α = 1 e α = 2, pois

reduzem-se às funções de Schur sλ e aos polinômios Zonais, respectivamente. Para esses

casos temos [40]

j
(α)
λ =

 |λ|!2/d2
λ, se α = 1;

|2λ|!2/d2λ, se α = 2.

Existem definições equivalentes do polinômio de Jack que levam a diferentes norma-

lizações. A definição ‘C’ será útil porque surge na teoria das funções hipergeométricas

de argumento matricial. As outras definições são as normalizações ‘P’ e ‘J’. A primeira

tem coeficiente dλ = 1 (polinômio mônico) e a última possui o coeficiente do monômio

x1x2 · · ·xk igual a k!.

Normalização Propriedade básica Valor para x = 1N

C (x1 + · · ·+ xN )n =
∑

λ`n
`(λ)≤N

C
(α)
λ (x) C

(α)
λ

(
1N
)

= α2|λ||λ|!
j
(α)
λ

[
N
α

]α
λ

J coeficiente de x1 · · ·xk é k! J
(α)
λ

(
1N
)

= α|λ|
[
N
α

]α
λ

P dλ = 1 (polinômio mônico) P
(α)
λ

(
1N
)

= α|λ|

c(α,λ)

[
N
α

]α
λ

Tabela 2.6: Normalizações dos polinômios de Jack. Adaptado de Dumitriu et al.
(2007)

As relações das normalizações ‘P’ e ‘J’ com a definição ‘C’ são [42]

P
(α)
λ (x) =

c′(λ, α)

α|λ||λ|!
C

(α)
λ (x),

J
(α)
λ (x) =

j
(α)
λ

α|λ||λ|!
C

(α)
λ (x).

Os polinômios de Jack podem ser escritos na base de funções simétricas monomiais

mλ(x) =
∑
σ∈SN

xλ1
σ1x

λ2
σ2 · · ·x

λN
σN . (2.28)
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C J P

C α|λ||λ|!
j
(α)
λ

α|λ||λ|!
c′(λ,α)

J
j
(α)
λ

α|λ||λ|! c(λ, α)

P c′(λ,α)

α|λ||λ|!
1

c(λ,α)

Tabela 2.7: Conversões entre as três normalizações para os polinômios de Jack. Adap-
tado de Dumitriu et al. (2007)

de modo que [19, 38]

C
(α)
λ =

∑
σ6λ

v
(α)
λ,σmσ. (2.29)

Os coeficientes vαλ,σ podem ser calculados recursivamente [42]

v
(α)
λ,σ =

2
α

ρ
(α)
λ − ρ

(α)
σ

∑
σ<µ6λ

((li + t)− (lj − t)) v(α)
λ,µ,

ρ
(α)
λ =

m∑
i=1

λi

(
λi − 1− 2

α
(i− 1)

)
,

onde σ = [l1, . . . , li, . . . , lj , . . . , lm], µ = [l1, . . . , li + t, . . . , lj − t, . . . , lm] e µ tem a pro-

priedade de, quando apropriadamente reordenado, estar entre σ (estritamente) e λ em

ordem lexicográfica.

Duas identidades dos polinômios de Jack são essenciais para nosso desenvolvimento.

A primeira é [19]

∏
i,j

(1− xiyj)
−1
α =

∑
λ

1

j
(α)
λ

J
(α)
λ (x)J

(α)
λ (y)

=
∑
λ

j
(α)
λ

α2|λ|(|λ|!)2
C

(α)
λ (x)C

(α)
λ (y).

(2.30)

Fazendo yj = 1 na equação acima, (2.30), obtemos

N∏
i=1

(1− xi)
−N
α =

∑
λ

j
(α)
λ

α2|λ|(|λ|!)2
C

(α)
λ (x)C

(α)
λ (1N )

=
∑
λ

[
N

α

](α)

λ

C
(α)
λ (x)

|λ|!

(2.31)
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que pode ser escrita como um determinante

(det(1−X))−b =
∑
λ

[b]
(α)
λ

C
(α)
λ (x)

|λ|!
. (2.32)

A segunda identidade afirma que

(TrX)n = (x1 + x2 + . . .+ xN )n =
∑
|λ|=n

C
(α)
λ (x). (2.33)

Usando a expansão em série da função exponencial em conjunto com a identidade acima,

(2.33),

eTrX =
∞∑
n=0

(TrX)n

n!
=
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

C
(α)
λ (x)

n!
(2.34)

encontramos

eTrX =
∑
λ

C
(α)
λ (x)

n!
. (2.35)

As séries (2.32) e (2.35) são casos particulares de funções hipergeométricas (2.37b) e

(2.37a).

Exemplo: polinômios de Jack para |λ| ≤ 3

|λ| = 1
{
P

(α)
(1) = m[1]

|λ| = 2

 P
(α)
[2] = m[2] + α

1+αm[1,1]

P
(α)
[1,1] = m[1,1]

|λ| = 3


P

(α)
[3] = m[3] + 3

1+2αm[2,1] + 6
(1+α)(1+2α)m[1,1,1]

P
(α)
[2,1] = m[2,1] + 6

2+αm[1,1,1]

P
(α)
[1,1,1] = m[1,1,1]

Exemplo: diferentes normalizações

P
(α)
[2,1] = m[2,1] +

6

2 + α
m[1,1,1]

J
(α)
[2,1] = (2 + α)m[2,1] + 6m[1,1,1]

C
(α)
[2,1] =

6α

1 + 2α
m[2,1] +

36α

(1 + 2α)(2 + α)
m[1,1,1]
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2.4 Função Hipergeométrica de Argumento Matricial

A função hipergeométrica pF
(α)
q (a1, . . . , ap; b1, . . . , bq;x) é definida pela série [45][46]

pF
(α)
q (a1, . . . , ap; b1, . . . , bq;x) =

∑
λ

[a1]
(α)
λ · · · [ap]

α
λ

[b1]
(α)
λ · · · [bq]

(α)
λ

C
(α)
λ (x)

|λ|!
(2.36)

desde que bj − 1
α(i− 1) > 0 para 1 ≤ j ≤ q e 1 ≤ i ≤ N .

As propriedades de convergência da função hipergeométrica são:

• se p ≤ q a série (2.36) converge absolutamente para todo x ∈ CN ;

• se p = q + 1 a série converge absolutamente para |x| < ρ, para alguma constante

positiva ρ;

• se p > q + 1 a série diverge a menos que termine.

Alguns resultados para a função hipergeométrica [19]:

0F
(α)
0 (x) =

∑
λ

C
(α)
λ (x)

|λ|!
= eTrx, (2.37a)

1F
(α)
0 (a;x) =

∑
λ

[a]
(α)
λ

C
(α)
λ (x)

|λ|!
= det(1− x)−a, (2.37b)

1F
(α)
1 (a; b;x) =

∑
λ

[a]
(α)
λ

[b]
(α)
λ

C
(α)
λ (x)

|λ|!
, (2.37c)

2F
(α)
1 (a, b; c;x) =

∑
λ

[a]
(α)
λ [b]

(α)
λ

[c]
(α)
λ

C
(α)
λ (x)

|λ|!
. (2.37d)

Percebendo que a partir do limite

lim
n→∞

(a)n
an

= lim
n→∞

a(a+ 1) · · · (a+ n− 1)

an
= 1 (2.38)

temos

lim
a→∞

[a]
(α)
λ

a|λ|
= 1, (2.39)
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podemos escrever a relação de confluência

lim
b→∞

2F
(α)
1 (a, b; c;

1

b
x) = lim

b→∞

∑
λ

[a]
(α)
λ [b]

(α)
λ

[c]
(α)
λ

C
(α)
λ (xb )

|λ|!

= lim
b→∞

∑
λ

[a]
(α)
λ

[c]
(α)
λ

[b]
(α)
λ

b|λ|
C

(α)
λ (x)

|λ|!

=
∑
λ

[a]
(α)
λ

[c]
(α)
λ

C
(α)
λ (x)

|λ|!

= 1F1
(α)(a; c;x).

(2.40)

De maneria análoga

lim
a→∞ 1F1

(α)(a; c;
1

a
x) = 0F1

(α)(c;x). (2.41)

A função hipergeométrica 2F1
(α)(a, b; c;x) é solução da equação diferencial parcial

holonômica [21]

N∑
i=1

{
xi(1− xi)

∂2F

∂x2
i

+

[
c− 1

α
(N − 1)−

(
a+ b+ 1− 1

α
(N − 1)

)
xi

]
∂F

∂xi

}
+

2

α

∑
i 6=j

xi(1− xi)
xi − xj

∂F

∂xi
= NabF.

(2.42)

Para N = 1 obtemos a equação diferencial hipergeométrica usual

x(1− x)
d2F

dx2
+ [c− (a+ b+ 1)x]

dF

dx
= abF (2.43)

cuja solução é escrita como

2F1(a; b; c;x) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

xn

n!
. (2.44)

Motivados por (2.40) vamos fazer xi → xi/b e dividir (2.42) por b

N∑
i=1

{
xi(1−

xi
b

)
∂2F

∂x2
i

+

[
c− 1

α
(N − 1)−

(
1 +

1

b

(
a+ 1− 1

α
(N − 1)

))
xi

]
∂F

∂xi

}
+

2

α

∑
i 6=j

xi
xi − xj

(
1− xi

b

) ∂F
∂xi

= NabF.

(2.45)
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Tomando o limite b→∞ obtemos a equação diferencial satisfeita pela função 1F1
(α)(a; c;x)

[45, 46]

N∑
i=1

{
xi
∂2F

∂x2
i

+

[
c− 1

α
(N − 1)− xi

]
∂F

∂xi

}
+

2

α

∑
i 6=j

xi
xi − xj

∂F

∂xi
= NaF.

(2.46)

2.5 Resultados de Kaneko

Em seu artigo [21], Kaneko estudou a seguinte generalização da integral de Selberg:

KN (λ1, λ2, λ;~t ) =

∫ 1

0
dNx

N∏
i=1

M∏
k=1

(xi − tk)
∏
i<j

|xi − xj |λ
N∏
i=1

xλ1
i (1− xi)λ2 . (2.47)

Na ausência de variáveis t, o que corresponde a M = 0, o valor da integral KN é

dado pelo resultado de Selberg [21]

SN (λ1, λ2, λ) =

∫ 1

0
dNx

∏
i<j

|xi − xj |λ
N∏
i=1

xλ1
i (1− xi)λ2

=
N∏
i=1

Γ(1 + iλ2 )Γ(λ1 + 1 + (i− 1)λ2 )Γ(λ2 + 1 + (i− 1)λ2 )

Γ(1 + λ
2 )Γ(λ1 + λ2 + 2 + (N + i− 2)λ2 )

.

(2.48)

Kaneko mostrou que a integral KN (λ1, λ2, λ;~t ) satisfaz um sistema holonômico de

equações diferenciais parciais [21], o que o permitiu concluir que KN está relacionada

com as funções hipergeométricas de argumento matricial da seguinte maneira:

KN (λ1, λ2, λ;~t ) = SN (λ1 +M,λ2, λ)×

× 2F1
(λ

2
)

(
−N, 2

λ
(λ1 + λ2 +M + 1) +N − 1;

2

λ
(λ1 +M);~t

)
.

(2.49)

Analisando a generalização da integral de Selberg (2.47) percebemos a relação dos

resultados de Kaneko com a teoria das matrizes aleatórias (TMA). Com exceção do

produtório duplo, o integrando é a função de densidade de probabilidade do Ensemble de

Jacobi, onde β = λ. Com os parâmetros λ1 e λ2 o Ensemble de Jacobi é a generalização

dos Ensembles de Hermite, de Laguerre e o Circular.
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Usaremos essa relação para calcular médias de quantidades de interesse para o nosso

trabalho nos Ensembles de Jacobi e, também, de Laguerre.

2.5.1 Ensemble de Jacobi

Outra generalização da integral de Selberg estudada por Kaneko foi:

∫ 1

0
dNx

N∏
i=1

M∏
k=1

(1− xitk)−
λ
2

∏
i<j

|xi − xj |λ
N∏
i=1

xλ1
i (1− xi)λ2

= SN (λ1, λ2, λ)×

× 2F1
( 2
λ

)

(
λ

2
N,

λ

2
(N − 1) + λ1 + 1;λ(N − 1) + λ1 + λ2 + 2; t1, . . . , tM

)
.

(2.50)

Uma consequência importante de (2.50) é uma expressão para a média do polinômio de

Jack C
(α)
λ (x) no Ensemble de Jacobi, cuja distribuição de probabilidade é dada por:

1

SN (λ1, λ2, β)

∏
i<j

|xi − xj |β
N∏
i=1

xλ1
i (1− xi)λ2 . (2.51)

De fato, substituindo (2.30) e (2.37d) em (2.50) e usando (2.25), obtemos

〈
C

( 2
β

)
κ (x)

〉
J

=
|κ|!α2|κ|

j
(2/β)
κ

[
β
2N
](2/β)

κ

[
β
2 (N − 1) + λ1 + 1

](2/β)

κ

[λ(N − 1) + λ1 + λ2 + 2](2/β)
κ

=

[
β
2 (N − 1) + λ1 + 1

](2/β)

κ

[β(N − 1) + λ1 + λ2 + 2](2/β)
κ

C
( 2
β

)
κ (1N ).

(2.52)

Fazendo α = 2/β, conclúımos que a média do polinômio de Jack para o peso de Jacobi

é [21] 〈
C(α)
κ (x)

〉
J

=

[
1
α(N − 1) + λ1 + 1

](α)

κ[
2
α(N − 1) + λ1 + λ2 + 2

](α)

κ

C(α)
κ (1N ). (2.53)

Uma abordagem para obtenção de expressões fechadas para observáveis de transporte

que explora o resultado (2.53) e, também, o fato de que qualquer polinômio simétrico

pode ser escrito em termos de polinômios de Jack foi desenvolvida por Macêdo e Macedo

em [35].
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2.5.2 Ensemble de Laguerre

Podemos seguir passos semelhantes para o Ensemble de Laguerre, definido por

1

ZN (λ1, β)

∏
i<j

|xi − xj |β
N∏
i=1

xλ1
i e
−β

2
xi . (2.54)

Para escrever expressões análogas a (2.50) e (2.53) considere a transformação x1 →
β
2
xi
L , ti → β

2
ti
L e λ2 → L em (2.47) [3], obtendo

∫ 2
β
L

0
dNx

N∏
i=1

M∏
k=1

(xi − tk)
∏
i<j

|xi − xj |β
N∏
i=1

xλ1
i

(
1− β

2

xi
L

)L

=

(
2

β
L

)β
2
N(N−1)( 2

β
L

)N(1+M+λ1)

SN (λ1 +M,L, β)×

× 2F1
( 2
β

)
(
−N, 2

β
(λ1 + L+M + 1) +N − 1;

2

β
(λ1 +M);

β

2

t1
L
, . . . ,

β

2

tM
L

)
.

(2.55)

Da equação (2.48) para a integral de Selberg

(
β

2

)−N(1+λ1+(N−1)β
2

)

SN (λ1, λ2, β)

= ZN (λ1, β)

N∏
i=1

Γ
(

1 + λ2 + (i− 1)β2

)
Γ
(

2 + λ1 + λ2 + (N + i− 2)β2

) . (2.56)

Usando a aproximação de Stirling

Γ(z) ≈
√

2π zz−
1
2 e−z ; |z| � 1 (2.57)

podemos escrever

Γ
(

1 + L+ (i− 1)β2

)
Γ
(

2 + λ1 + L+ (N + i− 2)β2

) ≈ LL+1L(i−1)β
2L−

1
2 e−L

LL+λ1+2L(N+i−2)β
2L−

1
2 e−L

=
1

Lλ1+1L(N−1)β
2

.

(2.58)
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Dessa forma, para L� 1,

(
β

2

)−N(1+λ1+(N−1)β
2

)

SN (λ1, λ2, β) ≈ ZN (λ1, β)L−N(1+λ1+(N−1)β
2

). (2.59)

Tomando o limite L→∞ em (2.55) e usando

lim
L→∞

(
2

β
L

)N(1+M+λ1+(N−1)β
2

)

SN (λ1 +M,L, β) = ZN (λ1 +M,β) (2.60a)

lim
L→∞

(
1− β

2

xi
L

)L
= e−

β
2
xi (2.60b)

lim
L→∞

2F1
(α)

(
a;

2

β
L; c;

β

2

~t

L

)
= 1F1

(α)
(
a; c;~t

)
(2.60c)

lim
L→∞

[λ2L](α)
κ

L|κ|
= λ2

|κ| (2.60d)

temos

∫ ∞
0

dNx

N∏
i=1

M∏
k=1

(xi − tk)
∏
i<j

|xi − xj |β
N∏
i=1

xλ1
i e
−β

2
xi

= ZN (λ1 +M,β)1F1
(β2 )

(
−N ;

2

β
(λ1 +M); t1, . . . , tM

)
.

(2.61)

Definindo a média sobre o peso de Laguerre por

〈f(x)〉 =
1

ZN (λ1, β)

∫ ∞
0

dNx f(x)
∏
i<j

|xi − xj |β
N∏
i=1

xλii e
−β

2
xi (2.62)

obtemos um resultado útil para o desenvolvimento da seção 3.2

〈
N∏
i=1

M∏
k=1

(xi − tk)

〉
=
ZN (λ1 +M,β)

ZN (λ1, β)
1F1

(β2 )
(
−N ;

2

β
(λ1 +M); t1, . . . , tM

)
. (2.63)

Também podemos, de maneira semelhante ao que fizemos para o Ensemble de Jacobi,

substituir (2.30) e (2.37d) em (2.50) e usar (2.25), mas dessa vez mantendo a forma
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integral de (2.53)

∫ 1

0
dNxC(α)

κ (x)
∏
i<j

|xi − xj |β
N∏
i=1

xλ1
i (1− xi)λ2

=

[
(N−1)
α + λ1 + 1

](α)

κ[
2 (N−1)

α + λ1 + λ2 + 2
](α)

κ

C(α)
κ (1N )SN (λ1, λ2, β).

(2.64)

Seguimos com as transformações, como em (2.55), xi → β
2
xi
L e λ2 → L

∫ 2
β
L

0
dNxC(α)

κ (x)
∏
i<j

|xi − xj |β
N∏
i=1

xλ1
i (1− β

2

xi
L

)L

=

(
2

β
L

)N(1+λ1)( 2

β
L

)N(N−1)β
2

SN (λ1, λ2, β)×

×

(
2
βL
)|κ|

[
2
α(N − 1) + λ1 + λ2 + 2

](α)

κ

[
1

α
(N − 1) + λ1 + 1

](α)

κ

C(α)
κ (1N ).

(2.65)

Tomando o limite L→∞

∫ ∞
0

dNxC(α)
κ (x)

∏
i<j

|xi − xj |β
N∏
i=1

xλ1
i e
−β

2
xi

= ZN (λ1, β)

[
1

α
(N − 1) + λ1 + 1

](α)

κ

C(α)
κ (1N ).

(2.66)

conclúımos que a média do polinômio de Jack no ensemble de Laguerre é

〈
C(α)
κ (x)

〉
L

=

[
1

α
(N − 1) + λ1 + 1

](α)

κ

C(α)
κ (1N ). (2.67)

2.6 Teoria de Matrizes Aleatórias

Ao longo dos últimos anos a Teoria de Matrizes Aleatórias (TMA) proporcionou ferra-

mentas poderosas para investigar o transporte eletrônico através de cavidades baĺısticas

(pontos quânticos). A densidade dos autovalores é de particular importância porque suas

flutuações se manifestam globalmente no especto das propriedades de suas estat́ısticas,

o que é fundamental para problemas matemáticos ou f́ısicos que requerem analise pro-

babiĺıstica.
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Neste trabalho estamos interessados em ensembles rotacionalmente invariantes repre-

sentados por matrizes N ×N , para as quais a densidade de probabilidade conjunta dos

N autovalores xi pode ser escrita como

P (x1, . . . , xN ) =
1

Zω(β,N)

∏
j<k

|xj − xk|β
N∏
i=1

ω(xi), (2.68)

na qual β é o ı́ndice do ensemble (β ∈ {1, 2, 4}), ω(x) a função peso e Zω(β,N) é

a constante de normalização. Os valores de β correspondem a ensembles de matrizes

reais simétricas (β = 1), complexas hermitianas (β = 2) ou quaterniônicas auto-duais

(β = 4). Os ensembles clássicos da Teoria das Matrizes Aleatórias correspondem às

seguintes funções peso:

ω(x) = e−x
2/2 −∞ < x <∞ Ensemble Gaussiano (2.69a)

ω(x) = e−xxα−1 x > 0 Ensemble de Laguerre (2.69b)

ω(x) = xα−1(1− x)γ/2 0 < x < 1 Ensemble de Jacobi (2.69c)

A constante de normalização Zω(β,N) pode ser calculada através da integral de

Selberg

Sn(a, b, c) =

∫ 1

0
dnt

n∏
i=1

tα−1
i (1− ti)b/2

∏
i<j

|ti − tj |2c

=
n−1∏
j=0

Γ(a+ jc)Γ(b/2 + 1 + jc)Γ(1 + (j + 1)c)

Γ(a+ b/2 + 1 + (n+ j − 1)c)Γ(c+ 1)

(2.70)

e suas generalizações. Em particular, temos:

Zω≡G(β,N) = (2π)N/2
N∏
j=1

Γ
(

1 + β
2 j
)

Γ
(

1 + β
2

) (2.71)

Zω≡L(β,N) =
N−1∏
j=0

Γ(α+ jβ/2)Γ((j + 1)β/2)

Γ(β/2)
(2.72)

Zω≡J(β,N) = SN (α, γ, β/2) (2.73)
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Em aplicações f́ısicas, comumente estamos interessados em estat́ısticas lineares nos

N autovalores:

A =
N∑
i=1

f(xi). (2.74)

Existem métodos para calcular, em prinćıpio, os momentos e cumulantes de qualquer

estat́ıstica linear para o Ensemble de Jacobi, mas apenas de algumas para o Ensemble de

Laguerre. Menos é conhecido para as estat́ısticas não lineares, que envolvem produtos

de diferentes autovalores. Por exemplo, a seguinte variável aleatória:

T = perm(Ψ) :=
∑
π∈SN

N∏
i=1

ψπ(i)(xi). (2.75)

onde SN é o grupo simétrico e a soma é sobre as permutações π dos N primeiros inteiros,

{ψi(y)} é o conjunto de N funções dadas e Ψ é uma matriz N × N com elementos

(ψi(xj))1≤i,j≤N .

As médias para o Ensemble de Jacobi correspondem aos momentos dos autovalores de

transmissão de uma corrente elétrica através de uma cavidade baĺıstica. Os momentos

negativos do Ensemble de Laguerre são os momentos da densidade dos autovalores da

matriz de tempo de retardo de Wigner-Smith.

2.6.1 Matriz de Espalhamento

Considere uma cavidade caótica aberta de dimensões mesoscópicas com N1 e N2

canais eletrônicos nos dois guias conectados. Quando o sistema é levado para fora do

equiĺıbrio, pela aplicação de uma diferença de potencial, é estabelecida uma corrente

através da cavidade que demonstra flutuação dependente do tempo, associada com a

granularidade da carga do elétron, que persiste mesmo à temperatura zero.

Idealizamos esse sistema de espalhamento como consistindo de uma região de in-

teração compacta, ou seja, uma região de volume finito, e de canais através dos quais

essa região é acesśıvel e onde a propagação das cargas é livre.

Restringindo o movimento das part́ıculas à região compacta, temos um problema de

estados ligados, onde o espectro é discreto. Ao acoplarmos os guias, muitos dos estados

ligados tornam-se ressonâncias, que podem dominar o processo de espalhamento.
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Representamos a região de interação pelas funções ortogonais ϕµ, (µ ∈ {1, . . . ,M}),

e os canais pelas funções de onda χc(E), (c ∈ {1, . . . , N}), onde E é a energia total.

Os estados dos canais não desaparecem na região de interação, mas são ortogonais às

funções de onda dos estados ligados, 〈χc(E)|ϕµ〉 = 0 para todo E, c e µ. Nessa base, o

Hamiltoniano total tem a forma [23, 47]

H =
N∑

µ,ν=1

|ϕµ〉Hµν 〈ϕν |

+

M∑
µ=0

N∑
c=1

∫ ∞
εc

dE(|χc(E)〉Wµc 〈χc(E)|)

+

N∑
c=1

∫ ∞
εc

dE |χc(E)〉E 〈χc(E)| .

(2.76)

na qual εc é a energia limiar no canal c. Quando E > εc dizemos que o canal está

aberto. O primeiro termo do Hamiltoniano envolve a matriz H de dimensão M ×M

que descreve o acoplamento dos estados ligados. O segundo termo contém a matriz W

de dimensão M ×N de acoplamento entre os canais e estados ligados. O terceiro termo

é diagonal nos canais.

2.6.1.1 Sistemas fechados: Ensembles Gaussianos

A matriz H é hermitiana e seus elementos são números aleatórios independentes

e de distribuição Gaussiana. Essas propriedades caracterizam o Ensemble Gaussiano.

Existem três classes fundamentais de simetria, também conhecidas como classificação de

Dyson, dependendo se os elementos de H são números reais, complexos ou quatérnios,

caracterizados pelo ı́ndice β = 1, 2 ou 4, respectivamente. Essas classes representam os

graus de liberdade dos elementos da matriz H e estão sumarizadas na tabela 2.8. Classes

adicionais estão enumeradas na tabela 2.9.

De uma maneira geral, um ensemble de matrizes Hermitianas está distribúıdo na

forma

P (H) ∝ e−βTrV (H) (2.77)

na qual V é uma função de H. A escolha de V (H) ∝ H2 [48], um potencial parabólico,

garante a normalização da distribuição de probabilidade e corresponde ao Ensemble
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β SRT SRS Hµν U

1 sim sim real ortogonal

2 não - complexo unitário

4 sim não quatérnio real simplético

Tabela 2.8: Três classes clássicas de simetria dos Ensembles Gaussianos, classificadas
pelo ı́ndice β, dependendo da presença ou ausência de simetrias de reversão temporal
(SRT) e rotação de spin (SRS). Hµν são os elementos da matriz hermitiana H e U é a

matriz formada pelos autovetores de H. Adaptado de Beenakker (1997)

Gaussiano, também conhecido como distribuição de Wigner-Dyson [10][49],

P (H) ∝ e−β(
π

2∆)
2
M−1TrH2

. (2.78)

Seja Ej , (j ∈ {1, . . . ,M}), os autovalores da matriz M ×M hermitiana H e U a

matriz dos seus autovetores. Para encontrar a distribuição dos autovalores Ej , usamos

o jacobiano entre os elementos de volume dH e os elementos de volume de dU e
∏
j dEj ,

respectivamente para a matriz U e para os autovalores Ej , [50]

dH = dUJ(Ej)
M∏
j=1

dEj , J(Ej) =
M∏
i<j

|Ei − Ej |β. (2.79)

O elemento de volume dU corresponde à medida invariante de Haar nos grupos ortogonal,

ou unitário ou simplético. Isso significa que dU é uma medida única que é invariante sob

a transformação U → V UV ′, onde V é uma matriz ortogonal, ou unitária ou simplética

arbitrária.

O elemento de volume dU corresponde à medida invariante no grupo correspondente.

A distribuição do autovalores Ej é dada por

P (Ej) ∝ J(Ej)
N∏
j=1

e−βV (Ej)

= c

M∏
i<j

|Ei − Ej |β
N∏
j=1

e−βV (Ej).

(2.80)

Essa distribuição tem a forma da distribuição de Gibbs

P (Ej) = exp

β∑
i<j

ln |Ei − Ej | − β
N∑
j=1

V (Ej)

. (2.81)
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Em (2.80) o jacobiano J(Ej) causa a repulsão entre os ńıveis Ej e Ei, proporcional a

|Ei − Ej |β. O potencial V impede que o sistema se separe. Esse sistema é chamado de

Gás Coulombiano, porque a repulsão logaŕıtmica é equivalente a interação coulombiana

entre duas linhas de carga idênticas e paralelas [48][7].

2.6.1.2 Sistemas abertos: Ensembles Circulares

Para estudar o espalhamento de elétrons precisamos calcular a matriz de espalha-

mento S. Essa matriz precisa ter dimensão muito menor que H. Cada linha e coluna

da matriz de espalhamento representa um diferente canal e os elementos Sij fornecem a

probabilidade de que um elétron entrando na cavidade através do canal i saia através

do canal j, (i, j ∈ {1, . . . , N}). A matriz S não é hermitiana como o hamiltoniano H,

mas sim unitária

SS† = 1. (2.82)

O hamiltoniano H é relacionado à matriz de espalhamento S através da formula de

Weidenmüller [2, 4]:

S(E) = 1− 2πiW †(E −H + iπWW †)−1W. (2.83)

Chamamos o termo H − iπWW † de Hamiltoniano efetivo não-hermitiano Heff .

A matriz W acopla os M ńıveis de energia da cavidade aos N (N � M) canais

de espalhamento. Ela pode ser escolhida como diagonal retangular, cujos elementos da

diagonal são dados pela fórmula [4, 23]:

wi =

√
N∆

π2Γi
(2− Γi ± 2

√
1− Γi). (2.84)

Nessa fórmula, (2.84), Γi é a probabilidade de tunelamento do canal i (i ∈ {1, . . . , N}).

Para o caso em que o acoplamento é perfeito (baĺıstico) temos Γi = 1. O coeficiente ∆ é

o espaçamento médio entre os ńıveis, que é a distância média entre os ńıveis de energia

adjacentes no bulk da distribuição de ńıveis de energia.

A densidade de estados é determinada pela matriz de espalhamento através da se-

guinte equação [51]:

ρ(E) = − i

2π

d

dE
ln detS(E). (2.85)
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Das equações (2.83) e (2.85) obtemos uma expressão para a densidades de estados no

ńıvel de Fermi (E = 0) em termos do hamiltoniano

ρ0 = Tr
([

1− 2πiW †(H†eff )−1W
]
W †H−2

effW
)
. (2.86)

Assim como a distribuição de Wigner-Dyson descreve o Hamiltoniano H do sistema

fechado, o Ensemble Circular [7] fornece as propriedades estat́ısticas da matriz de es-

palhamento S para sistemas abertos e consiste de matrizes unitárias. É uma elegante

ferramenta matemática idealizada por Freeman Dyson. Em contraste com as matrizes

hermitianas, as matrizes unitárias formam uma variedade (manifold) compacta, não

sendo necessário introduzir o potencial V para garantir a normalização da sua distri-

buição de probabilidade.

Uma matriz S de dimensão N ×N do Ensemble Circular possui autovalores eiφj com

0 ≤ φj < 2π e j = 1, . . . , N , enquanto os autovetores formam uma matriz ortogonal

(β = 1), ou unitária (β = 2) ou simplética (β = 4). A distribuição uniforme de S

implica a distribuição

P (φj) ∝
∏
i,j

∣∣∣eiφi − eiφj ∣∣∣β (2.87)

para as fases φj dos autovalores, que representam os ńıveis de energia. O espaçamento

médio entre esses ńıveis é ∆ = 2π/N . Uma propriedade importante da universalidade

da teoria das matrizes aleatórias é que, no limite N → ∞, as estat́ısticas das autofases

φj são as mesmas daquelas dos ńıveis de energia Ej do Ensemble Gaussiano.

O Ensemble Circular caracteriza sistemas onde os processos de espalhamento são

igualmente prováveis, sujeitos às restrições de simetria. Considerando a abordagem de

Landauer-Büttiker [14, 52–54], assumimos a definição usual de S, na qual os coeficientes

da função de onda dos elétrons entrando e saindo da cavidade estão relacionadas pela

matriz de espalhamento

S =

r t′

t r′

 (2.88)

onde (t, t′) e (r, r′) são as submatrizes de transmissão e reflexão entre diferentes canais.

A teoria prevê que muitas quantidade de interesse experimental são representadas

por estat́ısticas lineares nos autovalores da matriz N × N hermitiana tt†, com N =
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min(N1, N2). Por exemplo, a condutância e a potência de rúıdo de disparo adimensionais

são dados respectivamente por:

G = Tr(tt†),

P = Tr
(
tt†(1− tt†)

)
.

A TMA é conhecida por ser bastante efetiva ao descrever flutuações universais em

cavidades abertas. A suposição mais simples é a de que a Matriz de Espalhamento

S pertence ao ensemble de matrizes aleatória unitárias. Assumindo pontos de contato

baĺısticos, uma abordagem de máxima entropia leva a distribuição de probabilidade de

S a ser uniforme dentro do grupo unitário, ou seja, S pertence a um dos Ensembles

Circulares.

A condição de unitariedade induz uma certa densidade de probabilidade conjunta nos

autovalores de transmissão Ti da matriz tt†, da qual as estat́ısticas de interesse experi-

mental podem ser, em prinćıpio, obtidas. Essa distribuição de probabilidade conjunta

tem a forma de Jacobi (2.69c)

P (T1, . . . , TN ) =
1

Zω≡J(β,N)

∏
j<k

|Tj − Tk|β
N∏
i=1

Tα−1
i (1− Ti)γ/2 (2.89)

onde os ı́ndices β e γ caracterizam, para cada categoria, as diferentes classes de simetria

apresentadas na tabela 2.9 e α = β
2 (|N1 −N2|+ 1). Ainda na tabela 2.9, temos que

J =

 0 −IN

IN 0

 , Σz =

IN 0

0 −IN

 .

Os autovalores Ti são então variáveis correlacionadas, com valor entre 0 e 1, e possuem

uma interpretação em termos da probabilidade de um elétron ser transmitido através de

um dos canais.
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Categoria Classe β γ SRT SRS SPB SSR U S Sµν

Wigner-Dyson AI 1 0 +1 1 0 0 U(N) UTU R

Wigner-Dyson A 2 0 0 - 0 0 U(N) U C

Wigner-Dyson AII 4 0 -1 0 +1 1 U(2N) JUTJ−1U H

Quiral AIII 2 0 0 - 0 1 U(2N) ΣzU
†ΣzU C

Quiral BDI 1 0 +1 1 +1 1 SO(2N) ΣzU
TΣzU R

Quiral CII 4 0 -1 0 -1 1 Sp(4N) ΣzU
†ΣzU H

Bdg D 2 -1 0 0 +1 0 SO(2N) U R

Bdg C 2 1 0 1 -1 0 Sp(2N) U H

Bdg DIII 1 -1 -1 0 +1 1 SO(4N) JUTJ−1U R

Bdg CI 4 2 +1 1 -1 1 Sp(4N) ΣzU
†ΣzU H

Tabela 2.9: Tabela de Cartan. Dez classes de simetria dos Ensembles Circulares,
classificadas pelos ı́ndices β e α, dependendo da presença ou ausência de simetrias
de reversão temporal (SRT), rotação de spin (SRS), part́ıcula-buraco (SPB) e subrede
(SSR). Sµν são os elementos da matriz unitária S. Adaptado de Nishigaki et al. (2003),

Fulga et al. (2012) e Jacquod et al. (2012).

2.6.1.3 Comentários

A partir de (2.89) podemos, em prinćıpio, obter todas as quantidades de interesse,

como:

G =
N∑
i=1

Ti (condutância) (2.90)

P =
N∑
i=1

Ti(1− Ti) (potência de rúıdo de disparo) (2.91)

Mn =
1

N

N∑
i=1

Tni (momentos) (2.92)

Fórmulas para a média, variância e distribuição completa da condutância e da potência

de rúıdo de disparo são conhecidas e válidas para um número arbitrário de canais abertos

e qualquer classe de simetria β.

2.6.2 Matriz de Tempo de Retardo

Os diversos observáveis relacionados ao tempo de retardo são obtidos a partir dos

elementos da diagonal e dos autovalores τ1, . . . , τN da matriz de tempo de retardo (ou
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de Wigner-Smith) (1.5) [22, 55].

A abordagem da Teoria das Matrizes Aleatórias para o tempo de retardo é baseada na

representação da matriz de Wigner-Smith em termos do Hamiltoniano não-hermitiano

efetivo Heff de sistemas abertos (2.83), que descreve a dependência da energia da matriz

de espalhamento, permitindo sua diferenciação em (1.5):

∂S

∂E
=

∂

∂E

[
1− 2πiW †(E −Heff )−1W

]
=
[
2πiW †(E −Heff )−2W

]
.

(2.93)

Brower, Frahm e Beenakker [26] demonstraram que, para cavidades caóticas com con-

tatos ideais, os inversos dos autovalores da matriz de tempo de retardo estão distribúıdos

de acordo com o Ensemble de Laguerre

P (γ1, . . . , γN ) =
1

Zω≡L(β,N)

∏
j<k

|γj − γk|β
N∏
i=1

e−
β
2
τHγiγ

β
2
N

i , (2.94)

onde Zω≡L é a constante de normalização no peso de Laguerre (2.72) e γi são os in-

versos dos tempos próprios τi, ou seja, γi = 1/τi. Portanto, os tempos próprios são os

autovalores da matriz de tempo de retardo

Q = V


τ1 0

. . .

0 τN

V †, (2.95)

na qual V é uma matriz unitária. Para demonstrar essa diferença representaremos a

matriz de espalhamento S como

S = U


e2iη1 0

. . .

0 e2iηN

U † = UeiΘU † (2.96)

onde Θ = diag(2η1, . . . , 2ηN ) reúne os N deslocamentos de fase e U é diferente da

matriz V . A partir dessa representação, deduzimos a seguinte forma para a matriz de

Wigner-Smith:

Q = U
∂Θ

∂E
U † + i

[
S†(U

∂U †

∂E
)S − U ∂U

†

∂E

]
. (2.97)
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O primeiro termo de (2.97), que envolve a diagonalização da matriz de espalhamento,

reúne os tempos parciais

∂Θ

∂E
= diag(τ̃1, . . . , τ̃N ) , τ̃i = 2

∂ηi
∂E

, (2.98)

que são caracteŕısticas intŕınsecas da matriz de espalhamento, independente da base.

O segundo termo é controlado por U , ou seja pela escolha da base. Essa é a origem

da diferença entre tempo parcial e tempo próprio. A hermiticidade Q = Q† segue da

unitariedade de S.

2.6.2.1 Tempo parcial

A diferença entre tempo próprio e tempo parcial é importante porque, sendo os

tempos parciais derivadas dos autovalores da matriz S, eles são propriedades intŕınsecas

do processo de espalhamento, enquanto o tempo próprio depende da escolha da base

em que S é representada. Embora esses tempos não coincidam de maneira geral, eles

satisfazem a regra de soma

− i~ ∂

∂E
ln detS =

N∑
i=1

τ̃i =
N∑
i=1

τi = NτW (2.99)

onde N é o número total de canais de espalhamento nas guias,

N =

n∑
j=1

Nj , (2.100)

n é o número de guias, cada uma com Nj canais de espalhamento, e τW é o tempo de

Wigner.

2.6.2.2 Tempo de Wigner

O tempo de Wigner é definido como:

τW (E) = − i

N
Tr

(
S†
∂S

∂E

)
=

1

N
TrQ. (2.101)
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Um aspecto importante por trás do conceito do tempo de retardo é sua ligação com

as propriedades espectrais de sistemas abertos com espectro cont́ınuo. A conexão entre

propriedades espectrais e de espalhamento [56][22][57] estabelece a relação (unidimensi-

onal) ∫ L

0
dx|ψE(x)|2 =

1

2π

(
τW (E) +

sen δe(E)

2E

)
. (2.102)

O lado esquerdo da equação acima está relacionada à densidade de estados local (DoS)

〈x| δ(E −H) |x〉 = |ψE(x)|2. (2.103)

Desta maneira, a equação (2.102) mostra que o tempo de Wigner fornece uma medida

do DoS no intervalo [0, L] e pode ser escrita na forma mais geral [58]

ρ(E) =

∫ L

0
dxρ(x,E) =

1

2iπ
Tr

(
S†
∂S

∂E
+
S − S†

4E

)
, (2.104)

que também se aplica a situações mais gerais. Essas igualdades são conhecidas como

relações de Krein-Friedel [59] [56]. Em regime metálico, podemos negligenciar o termo

Tr(S − S†)/4E e reescrever a equação (2.104) como

ρ(E) ≈ 1

2iπ
Tr

(
S†
∂S

∂E

)
=

1

2π~
TrQ, (2.105)

tornando evidente a relação e a importância do tempo de Wigner. Essas relações foram

ferramentas cruciais, usadas por Büttiker, para descrever as propriedades de screening

[54] [53].

Em particular, de (2.105), a média de τW sobre uma janela estreita de energia é

〈τW 〉 =
2π~
N

ρ̄ (2.106)

na qual ρ̄ é a média da densidade em torno de E. De (2.106) determina-se a escala de

tempo fundamental de sistemas quânticos, o tempo de Heisenberg

τH = 2π~ρ̄ =
2π~
∆

. (2.107)
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Sendo assim, conclúımos que a média do tempo de Wigner, em unidades do tempo de

Heisenberg, é

〈τW 〉 =
τH
N
. (2.108)

2.6.2.3 Comentários

Em contraste com as estat́ısticas de espalhamento, apenas alguns resultados para os

momentos e cumulantes das estat́ısticas lineares do tempo próprio existem na literatura.

Um método para determinação sistemática dos cumulantes do tempo de Wigner foi

proposto por Mezzadri e Simm [30], para todas as classes de simetria e qualquer número

de canais abertos, usando uma equação diferencial não linear para sua função geratriz.

Os autores apresentaram explicitamente os quatro primeiros cumulantes.

Expressões para a média do tempo de Wigner e o momento generalizado da matriz

de tempo de retardo,

Mn1,n2,... =
1

N
TrQn1

1

N
TrQn2 . . . , (2.109)

foram dadas por Novaes [27] usando matrizes aleatórias, mas apenas para β = 2.



Caṕıtulo 3

Estat́ısticas Lineares da Matriz de

Tempo de Retardo

Utilizando Teoria de Matrizes Aleatórias, Novaes em [27] apresentou estat́ısticas li-

neares nos autovalores da matriz de tempo de retardo e estendeu seus resultados às

médias dos momentos generalizados, uma estat́ıstica não linear. O método utilizado

conseguiu resultados gerais e compactos, mas restritos à classe de simetria β = 2. Neste

caṕıtulo, baseados no trabalho de Macêdo e Macedo [35], apresentaremos resultados para

as três classes de simetria de Dyson. Também demonstraremos que esses resultados são

equivalentes aos de Novaes.

3.1 Introdução

Um conceito útil para caracterizar os aspectos temporais do processo de espalhamento

é o tempo de retardo, presente na matriz de Wigner-Smith (1.5) [22, 55]. Seus autovalores

são os tempos próprios τ1, . . . , τN e seu traço normalizado é o tempo de Wigner (1.6).

Essas quantidades contêm informações sobre o tempo que uma part́ıcula passa dentro

da região de espalhamento e a distribuição conjunta do inverso dos tempos próprios,

γi = 1/τi, é dada pelo Ensemble de Laguerre (2.94) [26].

43
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A distribuição (2.94) pode ser resolvida através da técnica de polinômios ortogonais

[3] para determinar a densidade dos autovalores [26]:

ρN (γ) =

N−1∑
n=0

L
(N)
n (γ)2ω(γ)n!

(N + n)!
. (3.1)

onde L
(N)
n é o polinômio de Laguerre generalizado [60]. Substituindo γ = 1/τ , aplicando

o jacobiano 1/τ2 e normalizando, obtemos o densidade dos tempos próprios:

ρN (τ) =
1

Nτ2

N−1∑
n=0

L
(N)
n (1/τ)2ω(1/τ)n!

(N + n)!
. (3.2)

Apesar da distribuição para os tempos próprios ser conhecida, as propriedades es-

tat́ısticas da sua soma, o tempo de Wigner, continuam desconhecidas. Apenas as distri-

buições para um e dois canais foram deduzidas em [28] e [29], respectivamente

ρ
(β)
1 (τ) =

(β/2)β/2

Γ(β/2)
τ−2−β/2 e−β/(2τ) (3.3)

e

ρ
(β)
2 (τ) =

β3β+2Γ(3(β + 1)/2)

Γ(β + 1)Γ(3β + 2)
τ−3(β+1) U

(
β + 1

2
, 2(β + 1);β/τ

)
e−β/τ , (3.4)

onde U(a, b; z) é a função de Kummer, também conhecida como função hipergeométrica

confluente 1F1 (2.40).

Resultados para as estat́ısticas lineares da matriz de tempo de retardo, para todas as

classes de simetria e qualquer número de canais abertos, foram demonstrados por Mezza-

dri e Simm em [30] utilizando um método para determinação sistemática dos cumulantes
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do tempo de Wigner. Os autores forneceram explicitamente os quatro primeiros cumu-

lantes:

〈τW 〉c =
τH

N
(3.5a)

〈τ2
W 〉c =

4 τ2
H

N2(N + 1)(Nβ − 2)
(3.5b)

〈τ3
W 〉c =

96 τ3
H

N3(N + 2)(N + 1)(Nβ − 2)(Nβ − 4)
(3.5c)

〈τ4
W 〉c =


96(53N2−68N−156)τ4

H
N4(N+3)(N+2)(N+1)2(N−2)2(N−4)(N−6)

; β = 1

12(53N2−77)τ4
H

N4(N+3)(N+2)(N+1)2(N−1)2(N−2)(N−3)
; β = 2

12(53N2+34N−39)τ4
H

N4(N+3)(N+2)(N+1)2(2N−1)2(N−1)(2N−3)
; β = 4

(3.5d)

O método apresentado usa uma equação diferencial não linear como função geratriz e a

complexidade dos resultados cresce com N .

Novaes em [27], usando TMA, calculou expressões gerais e compactas para a média

do tempo de Wigner (observe que para n = 1 temos 〈τW 〉 = τD)

〈τnW 〉 =
τnD
n!

∑
λ`n

d2
λ

[N ]λ

[N ]λ
(3.6)

e para a média dos momentos

〈Mn〉 = τnD
Nn−1

n!

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
[N − k]n

[N + k]n
, (3.7)

válidas apenas para β = 2. Diferente dos resultados de Mezzadri e Simm, a complexidade

dos resultados de Novaes cresce com n, o peso da partição λ usada como parâmetro. Ele

também demonstrou solução para momentos generalizados, uma estat́ıstica não linear

do tipo

〈Mn1,n2,...〉 = 〈 1

N
TrQn1

1

N
TrQn2 . . . 〉 = 〈Mn1Mn2 . . . 〉. (3.8)

Neste caṕıtulo estudaremos as estat́ısticas lineares e o momento generalizado. No

próximo analisaremos a estat́ıstica não linear do permanente.

Na seção seguinte desenvolveremos um método válido para qualquer β com com-

plexidade crescendo apenas com o comprimento do parâmetro de partição `(λ) = n e

apropriado à implementação computacional.
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3.2 Método da Função Geratriz Hipergeométrica

Inicialmente estamos interessados em quantidades do tipo (3.8), que estão relaciona-

das com as somas de potências da seguinte maneira

Mλ1,λ2,... =
1

N `(λ)
pλ(Q) =

1

N
pλ1(Q)

1

N
pλ2(Q) . . . , (3.9)

na qual λ = [λ1, λ2, . . .] é uma partição de algum inteiro |λ|.

Podemos expandir os pλi na base de funções simétricas elementares a partir da relação

de recorrência [38]

p[λ1.λ2,... ,λk] =pλ1pλ2 · · · pλk =

k∏
i=1

pλi

pλi =(−1)λi−1λieλi +

λi−1∑
m=1

(−1)m−1pλi−mem.

(3.10)

E as funções simétricas elementares podem ser obtidas a partir da função geratriz

N∏
i=1

(t− xi) =

N∑
j=0

(−1)jejt
N−j

=
N∑
j=0

(−1)N−jeN−jt
j .

(3.11)

A segunda forma acima é particularmente útil. O fator (−1)N pode ser eliminado,

resultando em

Z(t) =
N∏
i=1

(xi − t) =
N∑
j−1

(−1)jeN−jt
j . (3.12)

Assim, a função simétrica pode ser determinada por

eN−j =
(−1)j

j!

dj

dtj
Z(t)

∣∣∣∣
t=0

. (3.13)
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A partir de (3.12) podemos deduzir que o produto de funções simétricas elementares

é gerador por

Z(~t ) =

N∏
i=1

M∏
k=1

(xi − tk) =

M∏
k=1

N∏
jk=1

(−1)jkeN−jkt
jk
k

=
∑
j1

· · ·
∑
jM

(−1)j1+...+jM eN−j1 · · · eN−jM t
j1
1 · · · t

jM
M

(3.14)

e de (3.13) que o produto das funções simétricas elementares pode ser escrito como

eN−j1 · · · eN−jM =
(−1)j1+...+jM

j1! · · · jM !

∂j1+...+jM

∂tj11 · · · ∂t
jM
M

Z(~t)

∣∣∣∣∣
~t=0

. (3.15)

Dessa maneira, a média de um produto de funções simétricas elementares num ensemble

é

〈eN−j1 · · · eN−jM 〉 =
(−1)j1+...+jM

j1! · · · jM !

∂j1+...+jM

∂tj11 · · · ∂t
jM
M

Ψ(~t)

∣∣∣∣∣
~t=0

(3.16)

onde

Ψ(~t ) =

〈
N∏
i=1

M∏
k=1

(xi − tk)

〉
. (3.17)

A equação (3.17) pode ser escrita em termos da função hipergeométrica. Como ponto

de partida, considere o resultado de Kaneko (2.47, 2.49) (usaremos a notação de Kaneko):

∫ 1

0
dNx

N∏
i=1

M∏
k=1

(xi − tk)
∏
i<j

|xi − xj |λ
N∏
i=1

xλ1
i (1− xi)λ2

= SN (λ1 +M,λ2, λ)×

× 2F1
(λ

2
)

(
−N, 2

λ
(λ1 + λ2 +M + 1) +N − 1;

2

λ
(λ1 +M);~t

)
.

(3.18)

Seguindo os passos da seção 2.5.2 chegamos ao seguinte resultado para a média no

Ensemble de Laguerre (2.63)

〈
N∏
i=1

M∏
k=1

(xi − tk)

〉
=
ZN (λ1 +M,β)

ZN (λ1, β)
1F1

(β2 )
(
−N ;

2

β
(λ1 +M); t1, . . . , tM

)
(3.19)
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mostrando que, em termos da função hipergeométrica, a função geratriz (3.17) é

Ψ(~t ) =
ZN (λ1 +M,β)

ZN (λ1, β)
1F1

(β2 )
(
−N ;

2

β
(λ1 +M); t1, . . . , tM

)
. (3.20)

Agora precisamos adaptar o resultado (3.16) para calcular a média do produto das

funções simétricas elementares sobre os inversos das variáveis. Para isso, considere a

identidade [19, p. 168]:

em(x−1) =
1

x1 · · ·xN
eN−m(x). (3.21)

Com ela, o produto das funções simétricas elementares nos inversos das variáveis pode

ser dado por

ej1(x−1)ej2(x−1) · · · ejM (x−1) =
1

(x1 · · ·xN )M
eN−j1(x)eN−j2(x) · · · eN−jM (x). (3.22)

Para calcularmos a média desse novo produto, incorporamos o termo 1/(x1 · · ·xN )M

ao produtório do Ensemble de Laguerre (2.54)

1

ZN (λ1, β)

∏
i<j

|xi − xj |β
N∏
i=1

xλ1−M
i e−

β
2
xi . (3.23)

Com isso podemos usar o resultado (3.16) no limite λ1 → λ1 − M para determinar

a média do produto das funções simétricas elementares nos inversos das variáveis no

Ensemble de Laguerre:

〈ej1(x−1)ej2(x−1) · · · ejM (x−1)〉

=
ZN (λ1 −M,β)

ZN (λ1, β)
〈eN−j1(x)eN−j2(x) · · · eN−jM (x)〉

∣∣∣∣
λ1→λ1−M

.
(3.24)

Como ilustração, antes de generalizarmos, vamos analisar o caso particular 〈e1(x−1)〉

como exemplo da aplicação de (3.24) (em unidades do tempo de Heisenberg t→ τHt)

〈e1(x−1)〉 =
ZN (λ1 − 1, β)

ZN (λ1, β)
〈eN−1(x)〉

∣∣∣∣
λ1→λ1−1

=
ZN (λ1 − 1, β)

ZN (λ1, β)

(
− ∂

∂t
Ψ(t)

∣∣∣∣
t=0

)∣∣∣∣
λ1→λ1−1

=
ZN (λ1 − 1, β)

ZN (λ1, β)

[
− ∂

∂t

ZN (λ1 + 1, β)

ZN (λ1, β)
1F1

(
−N ;

2

β
(λ1 + 1); τHt

)∣∣∣∣
t=0

]∣∣∣∣
λ1→λ1−1

.
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Sabendo que a função hipergeométrica confluente tem série

1F1(a; c; t) = 1 +
a

c
t+ . . .

e usando a parametrização do tempo de retardo (2.94), λ1 = Nβ/2, conclúımos nosso

exemplo com

〈e1(x−1)〉 =
N

2
βλ1

τH

〈e1(x−1)〉 = τH . (3.25)

Seguindo com a generalização, mantendo a parametrização do tempo de retardo,

percebendo que as constantes ZN se anulam ao aplicarmos o limite λ1 → λ1 − M e

usando a identidade (2.37c), criamos uma nova função geratriz

ψ(t1, . . . , tM ) = 1F1
(β2 ) (−N ;N ; τHt1, . . . , τHtM )

=
∑
κ

[−N ]
(α)
κ

[N ]
(α)
κ

τ
|κ|
H

|κ|!
C(α)
κ (t1, . . . , tM ).

(3.26)

Os polinômios de Jack, por sua vez, podem ser escritos em termos de funções mono-

miais simétricas (2.29)

C(α)
κ =

∑
λ6κ

v
(α)
κ,λmλ. (3.27)

onde o somatório corre sobre todas as partições λ com mesmo peso que κ (|κ| = |λ|) e

menores ou igual a κ (λ 6 κ). Sendo assim, a nova função geratriz passa a ser dada por

ψ(~t ) =
∞∑
n=1

∑
κ`n

∑
λ6κ

γ
(α)
κ

|κ|!
v

(α)
κ,λmλ(~t ) (3.28)

onde definimos

γ(α)
κ ≡ [−N ]

(α)
κ

[N ]
(α)
κ

τ
|κ|
H . (3.29)

Com as conclusões da generalização e usando (3.16, 3.28), temos que a média (3.24)

pode ser reescrita como

〈ej1(x−1)ej2(x−1) · · · ejM (x−1)〉 =
(−1)j1+...+jM

j1! · · · jM !

∂j1+...+jM

∂tj11 · · · ∂t
jM
M

ψ(~t )

∣∣∣∣∣
~t=0

. (3.30)
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Percebendo que as derivadas acima irão anular qualquer termo de (3.28) em que λ 6=

[j1, . . . , jM ], ficamos apenas com as partições κ maiores ou iguais a λ = [j1, . . . , jM ].

Calculando as derivadas da função monomial em λ

∂|λ|

∂tj11 · · · ∂t
jM
M

mλ(~t )

∣∣∣∣∣
~t=0

= j1! · · · jM ! (3.31)

cancelamos os fatoriais no quociente de (3.30).

Finalmente, chegamos ao principal resultado do nosso trabalho, uma equação para

a média de funções simétricas elementares nos inversos das variáveis no Ensemble de

Laguerre:

〈eλ〉 =
(−1)|λ|

|λ|!
∑
κ>λ

γ(α)
κ v

(α)
κ,λ . (3.32)

Como uma aplicação do método, nós criamos rotinas no Maple para calcular o valor

médio de quantidades polinomiais como os momentos (3.7)

〈Mλ〉 =
1

N `(λ)
〈pλ(Q)〉 (3.33)

os momentos generalizados (3.8)

〈Mn1,n2,...〉 =
1

N `(λ)
〈pn1(Q)pn2(Q)...〉 =

1

N `(λ)
〈TrQn1TrQn2 ...〉 (3.34)

ou qualquer cumulante do tempo de Wigner (3.5a) através da relação de recorrência

〈τnW 〉c = 〈M1n〉 −
n−1∑
m=1

(
n− 1

m− 1

)
〈τmW 〉c〈M1n−m〉, (3.35)

para qualquer classe de simetria β.

As rotinas expandem essas quantidades em termos de funções simétricas elementares

usando a relação de recorrência (2.22) e, em seguida, aplicam a equação (3.32) nas

expressões resultantes.

A seguir estão alguns exemplos de resultados particulares, calculados com o aux́ılio

da biblioteca Maple (apêndice A) que desenvolvemos.
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Exemplo 1: Momentos

〈M1〉 =
τH
N

〈M2〉 =
2τ2
Hβ

(Nβ − 2) (N + 1)

〈M3〉 =
6Nτ3

Hβ
2

(Nβ − 4) (Nβ − 2) (N + 2) (N + 1)

〈M4〉 =
2
(
11N2β + 13Nβ − 26N + 2

)
Nτ4

Hβ
3

(Nβ − 6) (Nβ − 4) (Nβ + β − 2) (Nβ − 2) (N + 3) (N + 2) (N + 1)

(3.36)

Exemplo 2: Momentos Generalizados

〈M1,1〉 =

(
N2β +Nβ − 2N + 2

)
τ2
H

N2 (Nβ − 2) (N + 1)

〈M2,1〉 =
2
(
N2β + 2Nβ − 4N + 4

)
τ3
Hβ

N (Nβ − 4) (Nβ − 2) (N + 2) (N + 1)

〈M1,1,1〉 =

(
N4β2 + 3N3β2 − 6N3β + 2N2β2 − 6N2β + 8N2 + 12Nβ − 24N + 16

)
τ3
H

N3 (Nβ − 4) (Nβ − 2) (N + 2) (N + 1)

(3.37)

Exemplo 3: Cumulantes do Tempo de Wigner

〈τ1
W 〉c =

τH
N

〈τ2
W 〉c =

4τ2
H

N2 (Nβ − 2) (N + 1)

〈τ3
W 〉c =

96τ3
H

N3 (Nβ − 4) (Nβ − 2) (N + 2) (N + 1)

〈τ4
W 〉c =

96τ4
H

(
53N3β2 + 121N2β2 − 242N2β + 66Nβ2 − 418Nβ + 264N − 156β + 312

)
N4 (Nβ − 6) (Nβ − 4) (Nβ + β − 2) (Nβ − 2)2 (N + 3) (N + 2) (N + 1)2

(3.38)

3.3 Fórmula Geral da Média para β = 2

3.3.1 Tempo de Wigner

Aqui mostraremos que nossos resultados implicam uma expressão para a média do

tempo de Wigner e também que essa expressão é equivalente à encontrada por Novaes

em [27].
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A media do tempo de Wigner, em termos de soma de potências, é definida como

〈τnW 〉 =
1

Nn
〈p[1n](Q)〉, (3.39)

que pode ser reescrita na base de funções simétricas elementares (note que λ = [1n])

〈τnW 〉 =
1

Nn
〈[e1(Q)]n〉. (3.40)

Usando a equação (3.32) para as médias dos monômios das funções simétricas ele-

mentares em (3.40) (aqui trocamos κ por λ para seguir a notação usada por Novaes):

〈τnW 〉 =
1

n!

(
−τH
N

)n∑
λ`n

[−N ]λ(α)

[N ]λ(α)

v
(α)
λ,[1n]

= (−1)nn!
(τHα
N

)n∑
λ`n

1

j
(α)
λ

[−N ]λ(α)

[N ]λ(α)

, (3.41)

onde [x]λ(α) é a generalização do rising factorial e de [40] usamos

j
(α)
λ = 2nn!2

∑
µ`|λ|

2r(µ)

zµ

(
θ

(α)
λ (µ)

)2
=

 |λ|!2/d2
λ, se α = 1;

|2λ|!2/d2λ, se α = 2.
(3.42)

Substituindo (3.42) em (3.41) e fazendo α = 1 (β = 2)

〈τnW 〉 = (−1)nn!
τnH
Nn

∑
λ`n

d2
λ

|λ|!2
[−N ]λ(1)

[N ]λ(1)

(3.43)

= (−1)n
1

Nn

τnH
n!

∑
λ`n

d2
λ

[−N ]λ

[N ]λ
. (3.44)
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Percebendo que

(−1)n[−N ]λ(α) = (−1)n
l(λ)∏
i=1

[
−N − i− 1

α

]λi

=

l(λ)∏
i=1

(−1)λi
λi∏
j=1

(
−N − i− 1

α
+ j − 1

)

=

l(λ)∏
i=1

λi∏
j=1

(−1)

(
−N − i− 1

α
+ j − 1

)

=

l(λ)∏
i=1

λi∏
j=1

(
N +

i− 1

α
− j + 1

)
= [N ]

(α)
λ ,

onde [N ]
(α)
λ é a generalização do lowering factorial, encontramos a seguinte expressão

compacta para a média do tempo de Wigner

〈τnW 〉 =
1

Nn

τnH
n!

∑
λ`n

d2
λ

[N ]λ
[N ]λ

. (3.45)

Esse último resultado é similar ao de Novaes:

〈τnW 〉 =
τnD
n!

∑
λ`n

d2
λ

[N ]λ

[N ]λ
. (3.46)

As diferenças são o tempo de Heisenberg e a inversão da razão entre as generalizações

dos factorials.
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Nós mostraremos a seguir que, embora [N ]λ
[N ]λ
6= [N ]λ

[N ]λ
, os somatórios são iguais. Ou seja∑

λ`n
[N ]λ
[N ]λ

=
∑

λ`n
[N ]λ

[N ]λ
.

∑
λ`n

[N ]λ
[N ]λ

=
∑
λ`n

l(λ)∏
i=1

λi∏
j=1

N + i− j
N − i+ j

=

1∏
i=1

n∏
j=1

N + i− j
N − i+ j

+ · · ·+
n∏
i=1

1∏
j=1

N + i− j
N − i+ j

=
n∏
i=1

1∏
j=1

N + i− j
N − i+ j

+ · · ·+
1∏
i=1

n∏
j=1

N + i− j
N − i+ j

=

1∏
j=1

n∏
i=1

N − j + i

N + j − i
+ · · ·+

n∏
j=1

1∏
i=1

N − j + i

N + j − i

=
∑
λ`n

l(λ)∏
j=1

λj∏
i=1

N − j + i

N + j − i

=
∑
λ`n

[N ]λ

[N ]λ
Q.E.D

Finalmente, usando o último resultado e a relação τH/N = τD, onde τD é o tempo

de permanência clássico [27], em (3.45), obtemos

〈τnW 〉 =
1

Nn

(NτD)n

n!

∑
λ`n

d2
λ

[N ]λ
[N ]λ

(3.47)

=
τnD
n!

∑
λ`n

d2
λ

[N ]λ

[N ]λ
(3.48)

que é igual à (3.46), como queŕıamos demonstrar.

3.3.2 Momentos

Nossos resultados também implicam uma expressão para a média do momento equi-

valente à encontrada por Novaes (3.7).
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Das identidades de Newton [38], temos (também podeŕıamos usar a relação de re-

corrência (2.22))

pn = det



e1 1 0 0 . . . 0

2e2 e1 1 0 . . . 0

3e3 e2 e1 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...

nen en−1 en−2 en−3 . . . e1


, (3.49)

de onde podemos ver que

p1 = e1

p2 = e1
2 − 2 e2

p3 = e1
3 − 3 e1e2 + 3 e3

p4 = e1
4 − 4 e1

2e2 + 4 e1e3 + 2 e2
2 − 4 e4

p5 = e1
5 − 5 e1

3e2 + 5 e1
2e3 + 5 e1e2

2 − 5 e1e4 − 5 e2e3 + 5 e5

...

Para calcular a média de cada soma de potências aplicamos a equação (3.32) sobre

cada monômio dos polinômios acima:

〈p1〉 = 〈e1〉

〈p2〉 = 〈e1
2〉 − 2 〈e2〉

〈p3〉 = 〈e1
3〉 − 3 〈e1e2〉+ 3 〈e3〉

〈p4〉 = 〈e1
4〉 − 4 〈e1

2e2〉+ 4 〈e1e3〉+ 2 〈e2
2〉 − 4 〈e4〉

〈p5〉 = 〈e1
5〉 − 5 〈e1

3e2〉+ 5 〈e1
2e3〉+ 5 〈e1e2

2〉 − 5 〈e1e4〉 − 5 〈e2e3〉+ 5 〈e5〉
...
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Executando as médias (a seguir exibirei apenas o lado direito dessas expressões e não

incluirei p4 e p5 porque as expressões são muito longas):

(−1)1

1!
γα1 v

α
1,1

(−1)2

2!

(
γα2 v

α
2,[12] − 2 γα2 v

α
2,2 + γα[12]v

α
[12],[12]

)
(−1)3

3!

(
γα3 v

α
3,[13] − 3 γα3 v

α
3,[2,1] + 3 γα3 v

α
3,3 + γα[2,1]v

α
[2,1],[13] − 3 γα[2,1]v

α
[2,1],[2,1] + γα[13]v

α
[13],[13]

)
...

Agora, fazendo α = 1 (equivalente a β = 2) e calculando os coeficientes v
(α)
κ,λ simpli-

ficamos as expressões:

(−1)1

1!
(1γ1)

(−1)2

2!

(
−1γ1 + 1γ[12]

)
(−1)3

3!

(
1γ3 − 2 γ[2,1] + 1γ[13]

)
(−1)4

4!

(
−1γ4 + 3 γ[3,1] − 3 γ[2,12] + 1γ[14]

)
(−1)5

5!

(
1γ5 − 4 γ[4,1] + 6 γ[3,12] − 4 γ[2,13] + 1γ[15]

)
...

Exibi apenas o lado direito das expressões para que fique evidente que os coeficientes

dos γ formam um triangulo de Pascal com sinal alternante. Percebendo isso, podemos

rescrever as expressões da seguinte forma (removi p5):

(−1)1

1!

(
(−1)0

(
0

0

)
γ1

)
(−1)2

2!

(
(−1)1

(
1

1

)
γ2 +

(
1

0

)
(−1)0γ[12]

)
(−1)3

3!

(
(−1)2

(
2

2

)
γ3 + (−1)1

(
2

1

)
γ[2,1] + (−1)0

(
2

0

)
γ[13]

)
(−1)4

4!

(
(−1)3

(
3

3

)
γ4 + (−1)2

(
3

2

)
γ[3,1] + (−1)1

(
3

1

)
γ[2,12] + (−1)0

(
3

0

)
γ[14]

)
...
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Do padrão que surge e aproveitando o fato de termos apenas partições do tipo Hook

[n− k, 1k], podemos escrever uma expressão generalizada para as médias:

〈pn〉 =
(−1)n

n!

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
γ[n−k,1k]

=
(−1)n

n!

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
[−N ][n−k,1

k]

[N ][n−k,1k]
(NτD)|[n−k,1k]|

=
1

n!

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
[N ][n−k,1k]

[N ][n−k,1k]
(NτD)n

=
(NτD)n

n!

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
[N ][n−k,1k]

[N ][n−k,1k]

A seguir demonstraremos que, para partições Hook,
[N ]

[n−k,1k]

[N ][n−k,1k]
= [N+k]n

[N−k]n , simplifi-

cando ainda mais a expressão encontrada acima:

[N ]λ
[N ]λ

=

∏k+1
i=1 [N + i− 1]λi∏k+1
i=1 [N − i+ 1]λi

;λ = [n− k, 1k]; `(λ) = k + 1

=
[N ]n−k[N + 1]1 . . . [N + k − 1]1[N + k]1
[N ]n−k[N − 1]1 . . . [N − k + 1]1[N − k]1

=
[N ]n−k(N + 1) . . . (N + k − 1)(N + k)

[N ]n−k(N − 1) . . . (N − k + 1)(N − k)
.

Abaixo expandirei o primeiro termo do produto acima:

[N ]n−k
[N ]n−k

=
N(N − 1) . . . (N − n+ k + 2)(N − n+ k + 1)

N(N + 1) . . . (N + n− k − 2)(N + n− k − 1)
.

Substituindo a expansão no produto:

[N ]λ
[N ]λ

=
(N + k)(N + k − 1) . . . (N + k − n+ 2)(N + k − n+ 1)

(N − k)(N − k + 1) . . . (N − k + n− 2)(N − k + n− 1)

=
[N + k]n
[N − k]n

Q.E.D.

O cancelamento de termos entre o numerador e denominador nos dá a expressão

acima. O numerador e denominador são a definição do lowering e rising factorial de

N + k e N − k em n termos, respectivamente.
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Também demonstraremos que
∑n−1

k=0
[N−k]n

[N+k]n
=
∑n−1

k=0
[N+k]n
[N−k]n (interessante perceber

como o N percorre os produtos):

n−1∑
k=0

[N − k]n

[N + k]n
=
N(N + 1) . . . (N − 1 + n− 1)(N + n− 1)

N(N − 1) . . . (N + 1− n+ 1)(N − n+ 1)
k = 0

+
(N − 1)N . . . (N − 1 + n− 1)

(N + 1)N . . . (N + 1− n+ 1)
k = 1

+ . . .

+
(N + 1− n+ 1) . . . N(N + 1)

(N − 1 + n− 1) . . . N(N − 1)
k = n− 2

+
(N − n+ 1)(N + 1− n+ 1) . . . (N − 1)N

(N + n− 1)(N − 1 + n− 1) . . . (N + 1)N
k = n− 1

=
n−1∑
k=0

[N + k]n
[N − k]n

Q.E.D.

Perceba que o alterando a ordem dos termos do somatório e, também, do produtório em

cada termo obtemos exatamente a expansão de
∑n−1

k=0
[N+k]n
[N−k]n . Sendo assim, podemos

escrever a expressão generalizada da média 〈pn〉 como:

〈pn〉 =
(NτD)n

n!

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
[N − k]n

[N + k]n
. (3.50)

Utilizando a equação (3.33) com esta última (3.50), temos que a média do momento

〈Mn〉 é dada por

〈Mn〉 = τnD
Nn−1

n!

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
[N − k]n

[N + k]n
, (3.51)

que é exatamente a equação encontrada por Novaes em seu artigo [27], através de um

método diferente.

3.4 Conclusões

O trabalho que nos chamou atenção para o problema do tempo de retardo foi o artigo

de Novaes [27]. Nele foram obtidos resultados compactos para quantidades de interesse,

mas apenas para β = 2.
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Pesquisando a literatura em busca de resultados semelhantes, encontramos o artigo

de Mezzadri e Simm [30] no qual os autores derivam uma equação diferencial não linear

que caracteriza a função geratriz dos cumulantes do tempo de Wigner, para todas as

classes de simetria de Wigner-Dyson. No entanto, além de utilizarem um método não

usual, os resultados possuem complexidade que cresce com N , o número de variáveis de

integração.

O resultado de Novaes não possui esse problema, com complexidade crescendo apenas

com o comprimento do parâmetro de partição `(λ) = n.

Buscando uma solução com as qualidades dos dois métodos, adaptamos a abordagem

desenvolvida por Macêdo e Macedo em [35], onde as estat́ısticas de contagem de carga

no transporte quântico utilizam uma função geratriz hipergeométrica.

Dessa maneira, alcançamos o objetivo pretendido de estabelecer um método para cal-

cular médias de quantidades envolvendo os autovalores da matriz de tempo de retardo,

o qual é válido para qualquer β com complexidade crescendo com n e apropriado à im-

plementação computacional. Uma biblioteca Maple foi escrita implementando o método

e usada neste trabalho.



Caṕıtulo 4

Estat́ısticas Não Lineares da

Matriz de Tempo de Retardo

Em [36] Luque e Vivo apresentaram estat́ısticas não lineares dos permanentes nos au-

tovalores de matrizes aleatórias invariantes, com resultados espećıficos para o ensemble

de Jacobi para as três classes de simetrias de Dyson. De maneira semelhante, apresenta-

remos os resultados para o ensemble de Laguerre nos inversos dos autovalores, ou seja,

as estat́ısticas não lineares para os autovalores das matrizes de tempo de retardo. Com

a equação (4.8) de Luque e Vivo, encontrada em termos de hiperdeterminantes para

β = 2, obtivemos uma fórmula geral (4.11) a partir da qual derivamos casos particulares

(4.12, 4.13). Utilizando o método da função geratriz hipergeométrica, determinado no

caṕıtulo 3, derivamos na seção 4.3 resultados para qualquer β com o auxilio da biblioteca

TDP.

4.1 Introdução

Brower, Frahm e Beenakker em [26] mostraram que, para cavidades caóticas com

pontos de contato ideais, os inversos dos autovalores da matriz de tempo de retardo de

Wigner-Smith (1.5) [22, 55] estão distribúıdos de acordo com o Ensemble de Laguerre

(2.94).

Resultados para as médias e cumulantes de estat́ısticas lineares dos tempos próprios

já existem. Um método para determinação sistemática dos cumulantes do tempo de
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Wigner

τW =
1

N

N∑
i=1

τi (4.1)

foi proposto por Mezzadri e Simm em [61] para todas as classes de simetria e qual-

quer número de canais abertos, usando uma equação diferencial não linear como função

geratriz. Os autores forneceram explicitamente os quatro primeiros cumulantes.

Expressões para as médias do tempo de Wigner e dos momentos generalizados da

matriz de tempo de retardo

Mn1,n2,... =
1

N
TrQn1

1

N
TrQn2 . . . (4.2)

foram dadas por Novaes em [27] utilizando matrizes aleatórias, mas apenas para β = 2.

Na seção 3.2 nós definimos, usando resultados de Kaneko [21] e de Macêdo e Macedo

[35], o método da função geratriz hipergeométrica que permite o cálculo da média de

qualquer estat́ıstica linear envolvendo os autovalores da matriz de tempo de retardo,

incluindo o tempo de Wigner, os momentos generalizados e os cumulantes do tempo de

Wigner, para as três classes de simetria e qualquer número de canais abertos. Aqui,

para obter as médias de estat́ısticas não lineares, estenderemos esse trabalho utilizando

seu resultado principal (3.32)

〈eλ(x−1)〉 =
1

|λ|!
∑
κ>λ

γ(α)
κ v

(α)
κ,λ (4.3)

γ(α)
κ = τ

|κ|
H

[N ]
(α)
κ

[N ]κ(α)

no qual v
(α)
κ,λ são os coeficiente do polinômio de Jack, τH é o tempo de Heisenberg. [N ]

(α)
κ

e [N ]κ(α) são generalizações do falling e do rising shifted factorials [21], respectivamente

[N ](α)
κ =

`(κ)∏
i=1

[
N +

i− 1

α

]
κi

[N ]κ(α) =

`(κ)∏
i=1

[
N − i− 1

α

]κi
.

O último também é conhecido como o śımbolo de Pochhammer generalizado [42].
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Como em [36], usaremos a estat́ıstica dos permanentes, definida por quantidades do

tipo

T = perm(Ψ) :=
∑
π∈SN

N∏
i=1

ψπ(i)(γi) (4.4)

onde SN é o grupo simétrico e o somatório corre sobre as permutações π dos primeiros

N inteiros, {ψi(x)} é um conjunto de N funções escolhidas e Ψ é uma matriz N × N

com elementos (ψi(γj))1≤i,j≤N .

4.2 Fórmula Geral da Média para β = 2

A partir deste ponto nosso objetivo é encontrar uma expressão geral para a média

do produto dos autovalores da matriz de tempo de retardo da seguinte maneira

〈τλ1
1 . . . τλNN 〉 (4.5)

na qual λi é uma das partes da partição λ. Sabendo que os autovalores são o inverso

das variáveis do Ensemble de Laguerre, τi = 1/γi, podemos reescrever a média como

〈γ−λ1
1 · · · γ−λNN 〉 (4.6)

o que implica que o conjunto de funções do permanente é

ψi(x) = x−λi . (4.7)

Como ponto de partida, iremos usar o resultado principal da seção 2 de [36]

〈perm(Ψ)〉 =
N !

Zω(2, N)

∑
σ∈SN

det

(∫
dx ω(x)ψσ(i)(x)xi+j−2

)
1≤i,j≤N

. (4.8)

Dado o conjunto de funções (4.7) temos de [36] que

〈perm(Ψ)〉 = N ! 〈γ−λ1
1 · · · γ−λNN 〉 (4.9)

portanto

〈τλ1
1 · · · τ

λN
N 〉 =

〈perm(Ψ)〉
N !

. (4.10)



Caṕıtulo 4. Estat́ısticas Não Lineares da Matriz de Tempo de Retardo 63

Substituindo a equação (4.8) em (4.10), usando o peso de Laguerre ω(x) = e−τHxxα−1,

compactando Zω≡L(2, N) = Z, e resolvendo a integral:

〈τλ1
1 · · · τ

λN
N 〉α =

1

Z

∑
σ∈SN

det

(∫ ∞
0

dx xα−λσ(i)+i+j−3e−τHx
)

1≤i,j≤N

=
1

Z

∑
σ∈SN

det
[
τ
−(1+α−λσ(i)+i+j−3)

H Γ(1 + α− λσ(i) + i+ j − 3)
]

1≤i,j≤N

=
1

Z

1

τ2N2−n
H

∑
σ∈SN

det
[
(N − λσ(i) + i+ j − 2)!

]
1≤i,j≤N .

Na última linha acima fizemos |λ| = n, e α = N + 1 de acordo com a parametrização da

equação (2.94).

Fazendo xi = (N −λσ(i) + i− 2) e fatorando (xi + 1)! de cada linha do determinante,

temos que cada elemento ij é um polinômio monic em xi de grau j − 1, portanto

equivalente ao determinante de Vandermonde ∆(x), o que leva a

〈τλ1
1 · · · τ

λN
N 〉 =

1

Z

1

τ2N2−n
H

∑
σ∈SN

det [(xi + j)!]1≤i,j≤N

=
1

Z

1

τ2N2−n
H

∑
σ∈SN

N∏
i=1

(xi + 1)! det
(
xj−1
i

)
1≤i,j≤N

=
1

Z

1

τ2N2−n
H

∑
σ∈SN

N∏
i=1

(xi + 1)!∆(x)

=
1

Z

1

τ2N2−n
H

∑
σ∈SN

N∏
i=1

(xi + 1)!
∏

1≤j<i≤N
(xi − xj)

=
1

Z

1

τ2N2−n
H

∑
σ∈SN

N∏
i=1

(xi + 1)!
∏

1≤j<i≤N
(N − λσ(i) + i− 2−N + λσ(j) − j + 2)

=
1

Z

1

τ2N2−n
H

∑
σ∈SN

N∏
i=1

(xi + 1)!
∏

1≤j<i≤N
(−λσ(i) + i+ λσ(j) − j).

Calculando Zω≡L(2, N) [27][19]

Zω≡L(2, N) =
1

τ2N2

H

N∏
i=1

(N + i− 1)! i!
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e substituindo na última expressão, conclúımos que a média das estat́ısticas não lineares

do tempo próprio é

〈τλ1
1 · · · τ

λN
N 〉 =

τnH∏N
i=1(N + i− 1)! i!

×

×
∑
σ∈SN

N∏
i=1

(xi + 1)!
∏

1≤j<i≤N
(−λσ(i) + i+ λσ(j) − j)

. (4.11)

A partir de última equação geral podemos calcular casos particulares como exemplos.

Exemplo 1: Média do primeiro momento

Este primeiro caso particular permite comparar resultados existentes obtidos com es-

tat́ısticas lineares. Com λ = [1, 0, . . . , 0], e portanto n = 1, podemos calcular a média

do primeiro momento, que é um resultado conhecido.

〈τ1
1 · · · τ0

N 〉 =
τ1
H(N − 1)!∏N

i=1(N + i− 1)! i!

N+1∏
i=1

(N − 2 + i)!

N !

N∏
i=1

i!

(N − 1)!

=
τH [(N − 1)!]2∏N
i=1(N + i− 1)! i!

N+1∏
i=2

(N − 2 + i)!

N !

N∏
i=1

i!

(N − 1)!

=
τH(N − 1)!∏N

i=1(N + i− 1)! i!N !

N∏
i=1

(N + i− 1)!
N∏
i=1

i!

=
τH
N

.

(4.12)

Exemplo 2: Média do determinante

Com [λi = κ ∀ i] podemos determinar uma solução compacta para a média de qualquer

potência do determinante.

〈τκ1 · · · τκN 〉 =
τκNH N !∏N

i=1(N + i− 1)! i!

N∏
i=1

(N − κ+ i− 1)!
N∏
i=1

i!

N !

= τκNH

∏N
i=1(N − κ+ i− 1)!∏N
i=1(N + i− 1)!

= τκNH
1∏N

i=1

∏κ
j=1(N + i− j)

.

(4.13)
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4.3 Método da Função Geratriz Hipergeométrica

Para usarmos o método da função geratriz hipergeométrica, precisamos expandir a

expressão em termos de funções simétricas elementares. Para isso usaremos a seguinte

identidade do permanente [38]

perm(γ
λj
i )1≤i,j≤N = λ!mλ = m̃λ (4.14)

onde m̃λ e a função simétrica monomial aumentada [44]. Portanto, a média do perma-

nente é dada por

〈perm(Ψ)〉 = 〈m̃λ〉 = N ! 〈γ−λ1
1 · · · γ−λNN 〉 (4.15)

e a média da estat́ıstica não linear dos autovalores da matriz de tempo de retardo por

〈τλ1
1 · · · τ

λN
N 〉 =

〈m̃λ〉
N !

. (4.16)

Para aplicarmos a equação (4.3) reescrevemos m̃λ na base de funções simétricas ele-

mentares. Faremos isso em dois passos. O primeiro é usar a seguinte relação de re-

corrência [44] para reescrever a função simétrica monomial aumentada em termos de

soma de potências

m̃[λ1,λ2,... ,λk] =pλkm̃[λ1,λ2,... ,λk−1]

−
k−1∑
i=1

m̃[λ1,... ,λi−1,λi+λk,λi+1,... ,λk−1].
(4.17)

A segunda é expandir o resultado acima na base de funções simétricas elementares

com a relação de recorrência abaixo [38]

p[λ1.λ2,... ,λk] =pλ1pλ2 · · · pλk

=
k∏
i=1

pλi

pλi =(−1)λi−1λieλi

+

λi−1∑
m=1

(−1)m−1pλi−mem.

(4.18)
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Finalmente, aplicamos a equação (4.3) diretamente na expressão resultante. Dessa

maneira, podemos dividir a solução em três passos:

1. Usar a recorrência (4.17) para expandir a função simétrica monomial aumentada

em termos de soma de potências;

2. Usar a recorrência (4.18) para expandir a expressão resultante do passo anterior

em termos de funções simétricas elementares;

3. Aplicar a expressão (4.3) para a média da função simétrica elementar com variável

invertida na expressão obtida no passo 2.

Vamos ilustrar o método com os seguintes exemplos, calculados com o auxilio da

biblioteca Maple que desenvolvemos.

Exemplo 3: Média do primeiro momento

Vamos repetir as condições do exemplo 1, λ = [1, 0, . . . , 0].

〈τ1
1 τ

0
2 · · · τ0

N 〉 =
〈m̃[1,0,...,0]〉

N !
=

λ!

N !
〈m[1,0,...,0]〉

=
(N − 1)!

N !
〈p1〉 primeiro passo

=
〈e1〉
N

segundo passo

= −
τHγ

(β/2)
1 v

(β/2)
1,1

N
terceiro passo

= −τHγ
(β/2)
1

N

=
τH
N

.

Exemplo 4: Média do determinante

Não podemos obter um resultado geral como o do exemplo 2, pois temos que especificar
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a partição, mas usaremos condições similares com λ = [1, 1, 1, 0, . . . , 0] e N ≥ 3.

〈τ1
1 τ

1
2 τ

1
3 τ

0
4 · · · τ0

N 〉 =
〈m̃[1,1,1,0,...,0]〉

N !
=

(N − 3)! 3!

N !
〈m[1,1,1,0,...,0]〉

=
〈p3

1 − 3p1p2 + 2p3〉
(N − 2)(N − 1)N

primeiro passo

=
6〈e3〉

(N − 2)(N − 1)N
segundo passo

= −
τ3
Hγ

(β/2)
3 v

(β/2)
3,3

(N − 2)(N − 1)N
terceiro passo

= −
τ3
Hγ

(β/2)
3

(N − 2)(N − 1)N

=
τ3
H

N(N + 1)(N + 2)
.

Como esperado esse resultado é o mesmo que o do exemplo 2 para N = 3 e κ = 1.

Exemplo 5: Algo novo

Tornaremos as coisas um pouco mais complicadas, mas não muito, considerando λ =

[2, 1, 0, . . . , 0].

〈τ2
1 τ

1
2 τ

0
3 · · · τ0

N 〉 =
〈m̃[2,1,0,...,0]〉

N !
=

(N − 2)! 1!

N !
〈m[2,1,0,...,0]〉

=
〈p1p2 − p3〉
(N − 1)N

primeiro passo

=
〈e1e2 − 3e3〉
(N − 1)N

segundo passo

= −
τ3
H

(
γ

(β/2)
3 v

(β/2)
3,[2,1] − 3 γ

(β/2)
3 v

(β/2)
3,3 + γ

(β/2)
[2,1] v

(β/2)
[2,1],[2,1]

)
6(N − 1)N

terceiro passo

=
β τ3

H

(
−γ(β/2)

[2,1] + γ
(β/2)
3

)
2(N − 1)N (β + 1)

=
2β τ3

H

(Nβ − 2) (N + 1)(N + 2)
.

4.4 Conclusões

Motivados pelo problema do tempo de retardo em cavidades caóticas, nós considera-

mos as estat́ısticas não lineares de permanentes no inverso dos autovalores no Ensemble

de Laguerre. Na seção 4.2 usamos o resultado de Luque e Vivo [36] para obtermos for-

mulas gerais e compactas, mas esse método provou ser inapropriado para implementação
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computacional por duas razões. A primeira é a manipulação simbólica não trivial e a

segunda o crescimento da complexidade com N , ou seja, o número de variáveis de inte-

gração. Na seção 4.3 usamos o método da função geratriz hipergeométrica (seção 3.2)

que usa funções simétricas elementares, sendo apropriado para implementação computa-

cional e cuja complexidade dos resultados cresce com |λ|, não N . Uma biblioteca Maple

foi desenvolvida pela implementação desse método e usada nesse trabalho.



Caṕıtulo 5

Gerando Ensembles de Matrizes

Aleatórias

O principal objetivo da Teoria de Matrizes Aleatórias (TMA) é proporcionar uma

compreensão das diversas propriedades de matrizes com elementos definidos aleatoria-

mente a partir de distribuições de probabilidade, comumente chamadas de ensembles de

matrizes aleatórias.

Embora a vantagem do uso da TMA esteja na possibilidade de calcularmos quan-

tidades f́ısicas e matemáticas analiticamente, algumas vezes é necessário recorrermos

às simulações numéricas. Neste caṕıtulo, seguindo ideias propostas na literatura [34],

implementamos um algoritmo eficiente em Python para gerar numericamente essas ma-

trizes para o ensemble Circular (seção 5.3), além do método Hamiltoniano [23–25] para

geração de matrizes de Tempo de Retardo (seção 5.4), não nos restringindo às três clas-

ses clássicas (tabela 2.9). Rotinas para os ensembles de Ginibre e Gaussiano (seções 5.1

e 5.2) também são implementadas.

O método proposto consiste em operações de Álgebra Linear, que implementamos

em Python utilizando a biblioteca NumPy com técnicas de vetorização e broadcasting.

Resumidamente, o algoritmo para o ensemble Circular, objeto principal deste caṕıtulo,

possui 5 passos básicos envolvendo (1) a criação de uma matriz complexa com elementos

aleatórios, (2) sua decomposição QR, (3) a criação de uma matriz diagonal a partir dos

elementos diagonais de R divididos pelos seus módulos, (4) a multiplicação da matriz Q

pela matriz diagonal criada anteriormente, que resulta numa matriz distribúıda com a

69
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medida de Haar, e, finalmente, (5) a aplicação da simetria desejada, correspondente a

uma das classes.

Os resultados obtidos foram aplicados ao problema do transporte eletrônico através

de uma cavidade baĺıstica acoplada a dois terminais ideais suportando N1 e N2 canais

abertos. O espalhamento das ondas dos elétrons pode ser descrito pela matriz de espa-

lhamento S. Essa matriz pode ser substitúıda por uma matriz aleatória uniformemente

distribúıda no grupo unitário com a medida de Haar e com as simetrias apropriadas,

como as calculadas no algoritmo.

Matrizes de tempo de retardo são calculadas através do método Hamiltoniano, que

faz uso do Ensemble Gaussiano para a criação dos Hamiltonianos utilizados na equação

de Mahaux-Weindemuller (2.83). As matrizes de espalhamento resultantes possuem

dependência da energia e podem ser utilizadas na equação de Wigner-Smith (1.5) para

a determinação da matriz de tempo de retardo Q.

Utilizando a hipótese de ergodicidade, calculamos médias dos observáveis, como con-

dutância, potência de rúıdo de disparo, tempo próprio, tempo de Wigner, e distribuições

completas de propriedades estat́ısticas (seções 5.5, 5.6 e 5.7). Esses observáveis de in-

teresse são calculados através de ensembles de matrizes S ou Q e estão, por exemplo,

codificadas nos traços G = Tr(tt†), onde t, dentro da abordagem de espalhamento de

Landauer-Büttiker [14, 52], é a matriz de transmissão e os autovalores de tt† são tratados

como variáveis aleatórias correlacionadas.

Para validar o resultado do trabalho comparamos resultados conhecidos para essas

propriedades com as quantidades obtidas através do algoritmo, concluindo que as ma-

trizes geradas possuem as propriedades esperadas.

5.1 Ensemble de Ginibre

O Ensemble de Ginibre é bastante simples. O espaço das matrizes do Ensemble de

Ginibre é GL(N,C), o conjunto de todas as matrizes N ×N invert́ıveis complexas Z =

(zjk). Os elementos das matrizes são variáveis aleatórias complexas normais distribúıdas

identicamente e independentemente (iid):

p(zjk) =
1

π
e−|zjk|

2

. (5.1)
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Como os elementos são iid, sua densidade de probabilidade conjunta é:

P (Z) =
1

πN2

N∏
j,k=1

e−|zjk|
2

=
1

πN2
exp

− N∑
j,k=1

|zjk|2


=
1

πN2
exp(−TrZ∗Z).

(5.2)

De uma maneira geral a implementação computacional é direta, com exceção das

matrizes com elementos quaterniônicos. Poucas linguagens de programação possuem

suporte nativo à esse conjunto de números.

Mas os quatérnios admitem representação em termos das matrizes 2× 2

I2 =

1 0

0 1

 , e1 =

i 0

0 −i

 , e2 =

 0 1

−1 0

 , e3 =

0 i

i 0

 . (5.3)

Por exemplo, o quatérnio q = a + bi1 + ci2 + di3 (a, b, c, d ∈ R) pode ser mapeado

pela matriz complexa

A = aI2 + be1 + ce2 + de3 =

 z w

−w∗ z∗

 (5.4)

onde z = a+ ib e w = c+ id.

Podemos generalizar o conceito para uma matriz quaterniônica N ×N qualquer Q,

a qual pode ser representada em termos de uma matriz 2N × 2N complexa Q usando a

decomposição

Q → Q = Q0 ⊗ I2 +Q1 ⊗ e1 +Q2 ⊗ e2 +Q3 ⊗ e3, (5.5)

na qual Q0, Q1, Q2 e Q3 são matrizes N ×N reais arbitrárias. Observe as linhas 8 a 12

do código 5.1.1.

O Ensemble de Ginibre é a base para a geração dos outros ensembles.

5.1.1 Código Python
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parâmetro descrição

b Indica se os elementos da matriz são reais (b=1),
complexos (b=2) ou quaterniônicos (b=4).

n A dimensão da matriz

Tabela 5.1: Parâmetros da função ginibre.

1 de f g i n i b r e ( beta = 1 , n = 2) :

2 i f beta==1:

3 re turn np . random . randn (n , n)

4 e l i f beta==2:

5 re turn np . random . randn (n , n) + 1 j ∗ np . random . randn (n , n)

6 e l i f beta==4:

7 n = n // 2

8 Q0 = np . random . randn ( n , n )

9 Q1 = np . random . randn ( n , n )

10 Q2 = np . random . randn ( n , n )

11 Q3 = np . random . randn ( n , n )

12 re turn ( np . kron (Q0, I2 ) + np . kron (Q1, e1 ) + np . kron (Q2, e2 ) + np .

kron (Q3, e3 ) )

5.2 Ensemble Gaussiano

Matrizes do Ensemble Gaussiano podem representar Hamiltonianos de sistemas fe-

chados. Essa caracteristica já foi discutida em 2.6.1.1, portanto iremos nos concentrar

na implementação computacional.

O Ensemble Gaussiano inicia a partir de matrizes do Ensemble de Ginibre (linhas 4

a 11 do código 5.2.3) e para as três classes clássicas de simetria (A, AI e AII) a única

diferença é a hermiticidade (linha 39 de 5.2.3).

Para as categorias Quiral e BdG (tabela 2.9) precisamos incluir as restrições de

simetria. Vamos discutir essas categorias separadamente seguindo a representação dos

operadores de simetria de acordo com Fulga et al. [32].
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5.2.1 Classes Quirais

A categoria Quiral é composta pelas classes AIII, BDI e CII (tabela 2.9) e, para essa

categoria, sempre aplicamos a simetria Quiral H = −τzHτz (linha 18 de 5.2.3).

Classe AIII: não possui nenhuma restrição de simetria adicional, então continuaremos

com as duas restantes.

Classe BDI: possui simetria de reversão temporal H = τzH
∗τz e simetria part́ıcula-

buraco H = −H∗. Pelo fato de termos iniciado a rotina com um Hamiltoniano pura-

mente imaginário (linha 7), não será necessário aplicarmos essas simetrias.

Classe CII: também possui simetria de reversão temporal H = σyH
∗σy e part́ıcula-

buraco H = −τzσyH∗τzσy. A linha 25 do código 5.2.3 é a combinação dessas simetrias.

5.2.2 Classes BdG

Classe D: possui restrição de simetria part́ıcula-buraco H = −H∗, mas o Hamiltoni-

ano foi iniciado como uma matriz puramente imaginária [62], então não é necessário

aplicarmos as simetrias.

Classe DIII: possui restrição de simetria de reversão temporal H = τyH
∗τy e part́ıcula-

buraco H = −τxH∗τx, mas o Hamiltoniano foi iniciado como uma matriz simplética

(5.5), então não é necessário aplicarmos as simetrias.

Classe C: possui restrição part́ıcula-buraco H = −τyH∗τy. A linha 25 do código é a

aplicação dessa simetria.

Classe CI: assim como a classe C, possui restrição part́ıcula-buraco H = −τyH∗τy e,

também, de reversão temporal H = τxH
∗τx. Podemos ignorar as aplicação da simetria

temporal por causa da hermiticidade da matriz.

5.2.3 Código Python

1 de f gauss ian (sym=SymmetryClass .A, n=2, hermit ian=False , sigma =1.) :

2 g l o b a l C

3

4 i f ( sym in r e a l s p a c e ) :
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parâmetro descrição

sym Uma das simetrias de Altland-Zirnbauer

n A dimensão do Hamiltoniano (matriz Gaussiana).
Deve ser par para todas as classes, exceto A, D e
AI. Apenas para a classe CII deve ser um múltiplo
de 4.

hermitian Garante (true) ou não (false) a hermiticidade da
matriz. Foi inclúıdo apenas por conveniência.

sigma Variância da distribuição normal dos elementos da
matriz.

Tabela 5.2: Parâmetros da função gaussian.

5 H = g i n i b r e ( beta = 1 , n = n)

6 e l i f ( sym in imag inary space ) :

7 H = 1 j ∗ np . random . randn (n , n)

8 e l i f ( sym in complex space ) :

9 H = g i n i b r e ( beta = 2 , n = n)

10 e l s e :

11 H = g i n i b r e ( beta = 4 , n = n)

12

13 i f ( sym in c h i r a l ) :

14 g l o b a l C1

15 i f ( C1 . shape [ 0 ] != n) :

16 C1 = np . kron ( np . eye (n // 2) , e1 )

17

18 H = (H + C1 . dot (H. dot ( C1 ) ) )

19

20 i f ( sym == SymmetryClass . CII ) :

21 g l o b a l C2

22 i f ( C2 . shape [ 0 ] != n) :

23 C2 = np . kron ( np . eye (n // 4) , e4 )

24

25 H = (H − ( C2 . dot (H. dot ( C2 ) ) ) . conj ( ) )

26 e l s e :

27 H ∗= np . s q r t (2/( syms beta [ sym ]∗∗2 ) )

28

29 i f ( sym in bdg ) :

30 i f ( sym == SymmetryClass .C or sym == SymmetryClass . CI ) :

31 i f ( C . shape [ 0 ] != n) :

32 C = np . kron ( np . eye (n // 2) , e2 )

33
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34 H = (H + ( C . dot (H. dot ( C ) ) ) . conj ( ) )

35

36 H ∗= sigma

37

38 i f ( hermit ian ) :

39 H = (H + H.T. conj ( ) ) / 2

40

41 re turn H

5.3 Ensemble Circular

O algoritmo utilizado para criação das matrizes circulares foi proposto por Mezzadri

[34]. Ele possui desempenho superior às alternativas, como o método Hamiltoniano ou

a parametrização [63], sendo baseado nas propriedades invariantes da medida de Haar.

Gerar uma matriz Z do Ensemble de Ginibre (seção 5.1) é o primeiro passo para pro-

duzir a matriz aleatória circular. Segundo Eaton [64], sendo Z uma matriz do Ensemble

de Ginibre e aplicarmos a ortonormalização de Gran-Schmidt às suas colunas, a matriz

resultante Q de Z = QR é unitária e distribúıda na medida de Haar.

Infelizmente, a implementação do algoritmo de Gran-Schmidt não é numericamente

estável. Porém, observando que R é uma matriz triangular superior e invert́ıvel, vemos

que o algoritmo do Sympy realiza, de fato, a decomposição QR (isso é válido para

qualquer pacote que utilize os algoritmos das rotinas LAPACK [65]). A maioria dos

pacotes de álgebra linear não implementam essa rotina usando Gran-Schmidt, mas sim

reflexões Householder, que são numericamente estáveis.

Com essa última observação resolvemos o problema da estabilidade numérica, mas

encontramos outro. A decomposição QR não produz matrizes na medida de Haar porque

a fatoração não é única.

Para resolver esse segundo problema começamos definindo o grupo de matrizes dia-

gonais unitárias como

Λ(N) =


eiθ1

. . .

eiθN

 = diag(eiθ1 , . . . , eiθN ), (5.6)
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então as matrizes

Q′ = QΛ e R′ = Λ−1R (5.7)

continuam, respectivamente, unitária e triangular superior. O que implica

Z = QR = Q′R′. (5.8)

Portanto, a decomposição QR define o mapa multivalorado

QR : GL(N,C)→ U(N)× T (N), (5.9)

no qual T (N) denota o grupo das matrizes triangulares superiores invert́ıveis.

Precisamos introduzir uma variação do mapeamento (5.9) que seja não apenas de

valor único, mas também bijetivo, definido como

QR : GL(N,C)→ U(N)× Γ(N), (5.10)

onde Γ(N) = T (N)/Λ(N) é o espaço da coclasse à direita de Λ(N) em T (N), ou seja,

se t ∈ T então Λt = {λt : λ ∈ Λ}.

A principal ferramenta para alcançarmos (5.10) é a invariância da medida de Haar

sob a multiplicação e sua singularidade. Portanto, nossa escolha para a decomposição

precisa ser tal que

Z → (Q, γ) então UZ → (UQ, γ) (5.11)

para qualquer U ∈ U(N), mantendo o γ inalterado.

Como P (Z) é uma densidade de probabilidade (5.2), ela é normalizável

∫
CN2

P (Z)dZ = 1, (5.12)

onde dZ =
∏N
j,k=1 dxjkdyjk e zjk = xjk + iyjk. Então, se dµG é um volume infinitesimal

ou uma medida em CN2
, podemos escrever

dµG(Z) = P (Z)dZ. (5.13)
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A medida do Ensemble de Ginibre é invariante sob multiplicação de Z pela esquerda

e direita por matrizes unitárias

dµG(UZ) = dµG(ZV ) = dµG(Z) , U, V ∈ U(N). (5.14)

Se o mapeamento (5.10) satisfaz a hipótese (5.14), então ele decompõe a medida

(5.13) do Ensemble de Ginibre como

dµG(UZ) = dµG(Z)

= dµ(UQ, γ) = dµ(Q, γ)

= dµH(Q)× dµΓ(N)(γ)

(5.15)

Podemos então definir os passos para criarmos uma matriz aleatória unitária com

distribuição dada pela medida de Haar:

1. Criar uma matriz Z do Ensemble de Ginibre de dimensão N × N (linhas 5 a 10

do código 5.3.4);

2. Alimentar Z na rotina de decomposição QR, onde (Q,R) é o resultado (linha 12);

3. Criar a seguinte matriz diagonal

Λ =


r11
|r11|

. . .

rNN
|rNN |

 (5.16)

onde rjj são os elementos da diagonal de R (linhas 13 e 14);

4. O elementos da diagonal de R′ = Λ−1R são sempre reais e estritamente positivos,

portanto a matriz Q′ = QΛ é distribúıda na medida de Haar (linha 16);

5. Aplicar a restrição de simetria (tabela 2.9) apropriada à classe desejada (linhas 18

a 59).

Cada uma das 10 classes de simetria da classificação de Altland-Zirnbauer (tabela

2.9) será tratada separadamente nas seções seguintes.
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5.3.1 Classes de Wigner-Dyson

Classe A: na classificação de Dyson é chamada de Unitária (β = 2) e não possui qualquer

restrição de simetria (linha 36).

Classe AI: essa é a classe Ortogonal (β = 1) e possui apenas simetria de reversão

temporal r = rT (linha 29).

Classe AII: também conhecida como classe Simplética (β = 4), possui simetria de

reversão temporal r = −rT e (linha 42).

5.3.2 Classes Quirais

Todas as classes Quirais possuem a restrição de simetria s = s† (linhas 49 e 59).

Classe AIII: não possui qualquer tipo de restrição de simetria adicional.

Classe BDI: possui simetria de reversão temporal r = rT e part́ıcula-buraco r = r∗.

Como essa matriz foi inicializada a partir Ensemble de Ginibre com elementos reais, não

é necessário aplicar as simetrias (linha 6).

Classe CII: possui simetria de reversão temporal r = σyr
Tσy e part́ıcula-part́ıcula

r = σyr
∗σy. Como foi inicializada a partir do Ensemble de Ginibre com elementos

quaterniônicos na representação complexa (5.5) não precisamos aplicar as simetrias adi-

cionais (linha 8).

5.3.3 Classes BdG

Classe D: possui simetria part́ıcula-buraco r = r∗. Como essa matriz foi inicializada a

partir Ensemble de Ginibre com elementos reais, não é necessário aplicar as simetrias

(linha 6).

Classe DIII: possui simetria de reversão temporal r = −rT e part́ıcula-buraco r = −r∗.

A única diferença em relação à classe BDI é o sinal da restrição (linhas 19 a 26).

Classe C: possui simetria part́ıcula-buraco r = σyr
∗σy. Assim como a classe CII foi inici-

alizada a partir do Ensemble de Ginibre com elementos quaterniônicos na representação

complexa (5.5) não precisamos aplicar as simetrias adicionais (linha 8).
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Classe CI: possui simetria de reversão temporal −σyrTσy e simetria part́ıcula-buraco

r = −σyr∗σy. A única diferença em relação à classe CII é o sinal das simetrias (linhas

29 a 34).

5.3.4 Código Python

parâmetro descrição

sym Uma das simetrias de Altland-Zirnbauer.

n A dimensão da matriz Circular. Deve ser par para
as classes C, CI, CII, AII e DIII.

charge Invariante topológico da matriz. Para as simetrias
D e DIII pode assumir os valores 1 e -1, para AIII
e BDI de 0 a n e CII de 0 a n/2.

Tabela 5.3: Parâmetros da função circular.

1 de f c i r c u l a r (sym=SymmetryClass .A, n=2, charge=None ) :

2 i f ( syms beta [ sym ] == 4 or sym == SymmetryClass . CI or sym ==

SymmetryClass . DIII ) :

3 n = 2∗n

4

5 i f ( sym == SymmetryClass . BDI or sym == SymmetryClass . DIII or sym ==

SymmetryClass .D) :

6 H = g i n i b r e ( beta = 1 , n = n)

7 e l i f ( sym == SymmetryClass . CII or sym == SymmetryClass . CI or sym ==

SymmetryClass .C) :

8 H = g i n i b r e ( beta = 4 , n = n)

9 e l s e :

10 H = g i n i b r e ( beta = 2 , n = n)

11

12 q , r = np . l i n a l g . qr (H)

13 d = r . d iagona l ( )

14 l = d / np . abso lu t e (d)

15

16 S = np . mult ip ly (q , l )

17

18 i f ( ( sym == SymmetryClass .D or sym == SymmetryClass . DIII ) and charge i s

not None ) :

19 det = np . l i n a l g . det (S)

20 i f ( sym == SymmetryClass . DIII ) :

21 det ∗= (−1) ∗∗ (n // 2)
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22 i f ( charge > 0) != ( det > 0) :

23 idx = np . arange (n)

24 idx [−1] −= 1

25 idx [−2] += 1

26 S = S [ idx ]

27

28 i f ( sym == SymmetryClass . AI or sym == SymmetryClass . CI ) :

29 S = S .T. dot ( S )

30 i f ( sym == SymmetryClass . CI ) :

31 tau z = np . array ( ( n // 2) ∗ [ 1 , −1])

32 i dx x = np . arange (n) + tau z

33 S = 1 j ∗ tau z ∗ S [ : , idx x ]

34 re turn S

35 e l i f ( sym == SymmetryClass .A) :

36 re turn S

37 e l i f ( sym == SymmetryClass . AII or sym == SymmetryClass . DIII ) :

38 g l o b a l J

39 i f ( J . shape [ 0 ] != n) :

40 J = np . kron ( e2 , np . eye (n // 2) )

41

42 re turn 1 j ∗ S .T. dot ( J . dot (S) )

43 e l i f ( sym == SymmetryClass . AIII or sym == SymmetryClass . BDI) :

44 i f charge i s None :

45 diag = 2 ∗ np . random . rand int (2 , s i z e =(n , ) ) − 1

46 e l s e :

47 diag = np . array ( charge ∗ [−1] + (n − charge ) ∗ [ 1 ] )

48

49 re turn np . dot ( diag ∗ S .T. conj ( ) , S )

50

51 e l i f ( sym == SymmetryClass . CII ) :

52 i f charge i s None :

53 diag = 2 ∗ np . random . rand int (2 , s i z e =(n // 2 , ) ) − 1

54 diag = np . r e s i z e ( diag , (2 , n // 2) ) .T. f l a t t e n ( )

55 e l s e :

56 charge ∗= 2

57 diag = np . array ( charge ∗ [−1] + (n − charge ) ∗ [ 1 ] )

58

59 re turn np . dot ( diag ∗ S .T. conj ( ) , S )

60

61 re turn S
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5.4 Ensemble de Tempo de Retardo

Analisando a equação de Wigner-Smith (1.5) no ńıvel de Fermi

Q = −i~ lim
E→0

S†
∂S

∂E
(5.17)

vemos que é necessária uma abordagem para a geração de matrizes de espalhamento

S com dependência da energia para calcularmos o Ensemble de Tempo de Retardo. A

abordagem escolhida é a Hamiltoniana [47].

Isso significa que a matriz de espalhamento pode ser escrita na forma (2.83)

S = 1− 2πiW †(E −Heff )−1W (5.18)

na qual Heff = H − iπWW † (linha 16 do código 5.4.1) e o Hamiltoniano H pode ser

representado por uma matriz do Ensemble Gaussiano (linha 6).

Dessa maneira, expandindo a equação de Wigner-Smith, a matriz de tempo de retardo

é dada por

Q = −i~ lim
E→0

[
1− 2πiW †(E −Heff )−1W

]† [
2πiW †(E −Heff )−2W

]
= −i~

[
1− 2πiW †(−Heff )−1W

]† [
2πiW †(−Heff )−2W

]
.

(5.19)

cuja representação no código está dividida nas linhas 18 a 23.

5.4.1 Código Python

1 de f t imedelay (sym=SymmetryClass .A, n=2, m=160) :

2 h bar = 1 .

3 d e l t a = 1 ./ n

4 sigma = mt . s q r t ( m/ (2 .∗ syms beta [ sym ] ) ) ∗ ( ( 2 . ∗ d e l t a ) / mt . p i )

5

6 H = gauss ian (sym , m, True , sigma )

7

8 g l o b a l W

9 g l o b a l Wadj

10 i f ( W. shape [ 0 ] != m or W. shape [ 1 ] != n) :

11 W = np . z e r o s ( shape=(m, n) , dtype=f l o a t )
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12 i , j = np . i n d i c e s ( W. shape )

13 W[ i==j ] = mt . s q r t (m∗ d e l t a ) / np . p i

14 Wadj = W. conjugate ( ) . t ranspose ( )

15

16 A = 1 j ∗ np . p i ∗W. dot ( Wadj ) − H

17

18 G = np . l i n a l g . inv ( A )

19

20 S = np . eye (n) − 2 .∗ np . p i ∗1 j ∗ Wadj . dot ( G. dot ( W) )

21 dS = 2 .∗ np . p i ∗1 j ∗ Wadj . dot ( (G. dot (G) ) . dot ( W) )

22

23 Q = −1 j ∗ h bar ∗ S . conjugate ( ) . t ranspose ( ) . dot (dS)

24

25 re turn Q

5.5 Estat́ısticas Circulares

Uma matriz unitária sempre pode ser diagonalizada em U(N). Portanto, seus auto-

valores {eiθ1 , . . . , eiθN } pertencem ao ćırculo unitário no plano complexo.

Um cálculo clássico na TMA consiste em computar correlações estat́ısticas entre os

argumentos θj dos autovalores. A função de correlação mais simples é a densidade

de autovalores ρ(θ), chamado de correlação de um ponto. Como a medida de Haar é

uma distribuição uniforme, cada autovalor precisa ter o mesmo peso, assim a densidade

normalizada é

ρ(θ) =
1

2π
. (5.20)

Outra estat́ıstica simples de determinar e que codifica a informação das correlações

espectrais é a distribuição de espaçamento. Para matrizes unitárias ela é definida listando

os argumentos dos autovalores em ordem crescente

θ1 ≤ θ2 ≤ . . . θN . (5.21)

Os espaçamentos normalizados entre os consecutivos autovalores são

sj =
N

2π
(θj+1 − θj) , j = 1, . . . , N. (5.22)
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Ao conjunto dessas estat́ısticas demos o nome de Estat́ısticas Circulares. Elas estão

implementadas numa classe chamada CircularStatistics, com uso exemplificado abaixo:

1 import u f rpe . phys i c s . quantumtransport as qt

2 cs = qt . ensemble . C i r c u l a r S t a t i s t i c s ( s i z e =10000 , N=100 , sym=qt . rmt .

SymmetryClass .A)

3 cs . p l o t e i g e n v a l u e d i s t r i b u t i o n ( )

4 p l t . show ( )

5 cs . p l o t p h a s e d i s t r i b u t i o n ( )

6 p l t . show ( )

7 cs . p l o t p h a s e s p a c i n g d i s t r i b u t i o n ( )

8 p l t . show ( )

Na linha 2 calculamos as Estat́ısticas Circulares de um ensemble de 10000 matrizes

100 × 100 da classe A (Unitária β = 2). Em seguida, nas linhas 3 a 8, plotamos os

gráficos da distribuição dos autovalores no plano complexo (linha 3), da distribuição das

fases (linha 5) e da distribuição dos espaçamento (linha 7). Os valores numéricos usados

para a montagem dos gráficos estão dispońıveis nas propriedades eigenvalue, phase e

phase spacing da classe.

A seguir estão os gráficos resultantes do código usado como exemplo. As linhas azuis

nas figuras 5.1a e 5.1b são os resultados teóricos para comparação. Em 5.1a o resultado

teórico é dado pela distribuição constante (5.20) e em 5.1b pela conjectura de Wigner

[2]

ρ(s) = 2
Γ(β/2 + 1)β+1

Γ((β + 1)/2)β+2
sβ exp

(
− Γ(β/2 + 1)2

Γ((β + 1)/2)2
s2

)
. (5.23)

5.6 Estat́ısticas de Espalhamento

Em 2.6.1.2 vimos que as matrizes de espalhamento S possuem estrutura de bloco

S =

r t′

t r′

 (5.24)

com matrizes N1 ×N2 de reflexão r e r′ e de transmissão t e t′.

A conservação de corrente implica que S é unitária S−1 = S†. Como consequência

direta da unitariedade temos que as quatro matrizes hermitianas tt†, t′t′†, 1 − rr† e



Caṕıtulo 5. Gerando Ensembles de Matrizes Aleatórias 84

(a) Distribuição das fases. (b) Distribuição das diferenças de fase.

(c) Distribuição dos autovalores no plano com-
plexo.

Figura 5.1: Estat́ısticas circulares para a classe de simetria A e dimensão N = 100.
As linhas cont́ınuas em (A) e (B) são os resultados teóricos.

1 − r′r′† possuem o mesmo conjunto de autovalores T1, T2, . . . , TN . Sendo cada um

desses autovalores de transmissão um número real entre 0 e 1.

Os autovalores de transmissão determinam as propriedades de transporte. A primeira

é a condutância, que, para baixas diferenças de potencial e temperatura zero, é dada

por (1.2) [14]. Essa equação é conhecida como fórmula de Landauer [14].

A segunda é a potência de rúıdo de disparo. A carga discreta do elétron causa

flutuações na corrente dependentes do tempo I(t) = Ī + δI(t), que persiste mesmo a

temperatura zero. A potência de rúıdo de disparo está relacionado aos autovalores de

transmissão por (1.3) [14].

Essas duas propriedades de transporte chamamos de Estat́ısticas de Espalhamento,

que são representadas pela classe ScatteringStatistics, exemplificada abaixo:

1 import u f rpe . phys i c s . quantumtransport as qt

2 s s = qt . ensemble . S c a t t e r i n g S t a t i s t i c s ( s i z e =100000 , N1=2, N2=2, sym=qt . rmt .

SymmetryClass .A)
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3 s s . p l o t c o n d u c t a n c e d i s t r i b u t i o n ( average=True , var iance=False )

4 p l t . show ( )

5 s s . p l o t s h o t n o i s e d i s t r i b u t i o n ( average=True , var iance=False )

6 p l t . show ( )

Na linha 2 calculamos as Estat́ısticas de Espalhamento de um ensemble de 100000

matrizes 4 × 4 (N1 = N2 = 2) da classe A (unitária β = 2). Em seguida, nas linhas 3

a 8, plotamos os gráficos da distribuição da condutância (linha 3) e da distribuição da

potência de rúıdo de disparo (linha 5). Os valores numéricos usados na montagem dos

gráficos estão dispońıveis nas propriedades conductance e shot noise da classe.

Abaixo estão os gráficos resultantes do código usado como exemplo. As linhas azuis

nas figuras 5.2a e 5.2b são resultados teóricos para comparação. O tracejado vermelho é a

média numérica. Ela está tão próxima da teórica, tracejado azul, que a está sobrepondo.

(a) Distribuição da condutância.
(b) Distribuição da potência de rúıdo de dis-

paro.

Figura 5.2: Estat́ısticas de espalhamento para a classe de simetria A e dimensão
N = 4 (N1 = N2 = 2). As linhas cont́ınuas são os resultados teóricos. Os tracejados

verticais são as médias das distribuições.

5.7 Estat́ısticas de Tempo de Retardo

A matriz de tempo de retardo é hermitiana e seus autovalores são os tempos próprios

τ1, τ2, . . . , τN .

Os tempos próprios são os tempos de vida de estados metaestáveis e as correspon-

dentes autofunções Ψi descrevem esses estados metaestáveis.
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Vimos em 2.6.2 que os inversos dos autovalores da matriz de tempo de retardo estão

distribúıdos de acordo com o Ensemble de Laguerre (2.94).

O tempo de vida medido é a média dos tempos próprios, chamada de tempo de

permanência τD ou média do tempo de Wigner (1.6).

As Estat́ısticas de Tempo de Retardo são a distribuição conjunta dos tempos próprios

e a distribuição do tempo de Wigner, implementadas na classe chamada TimeDelaySta-

tistics, com uso exemplificado abaixo:

1 import u f rpe . phys i c s . quantumtransport as qt

2 t s = qt . ensemble . T imeDe laySta t i s t i c s ( s i z e =100000 , N=2, sym=qt . rmt .

SymmetryClass .A)

3 t s . p l o t p r o p e r t i m e d i s t r i b u t i o n ( average=True )

4 p l t . show ( )

5 t s . p l o t w i g n e r t i m e d i s t r i b u t i o n ( average=True )

6 p l t . show ( )

Na linha 2 calculamos as Estat́ısticas de Tempo de Retardo de um ensemble de

100000 matrizes 2 × 2 da classe A (unitária β = 2). Em seguida, nas linhas 3 a 6,

plotamos os gráficos da distribuição dos tempos próprios (linha 3) e da distribuição do

tempo de Wigner (linha 5). Os valores numéricos usados na montagem dos gráficos

estão dispońıveis nas propriedades proper time e wigner time.

Abaixo estão os gráficos resultantes do código usado como exemplo. A linha cont́ınua

(azul) na figura 5.3a é o resultado da densidade dos autovalores (tempos próprios) (3.2)

para comparação. O tracejado vermelho é a média numérica. Ela está tão próxima da

teórica, tracejada azul, que a está sobrepondo.

Embora o resultado anaĺıtico para a distribuição conjunta dos tempos próprios seja

conhecida para qualquer N , o resultado para a distribuição do tempo de Wigner é

conhecida apenas para N = 1, quando coincide com a distribuição do tempo próprio, e

para N = 2, respectivamente [28]

P
(β)
1 (τ) =

(β/2)β/2

Γ(β/2)
τ−2−β/2 e−β/(2τ) (5.25)
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e [29]

P
(β)
2 (τ) =

β3β+2Γ(3(β + 1)/2)

Γ(β + 1)Γ(3β + 2)
(5.26)

× τ−3(β+1) U

(
β + 1

2
, 2(β + 1);β/τ

)
e−β/τ

onde U(a, b; z) é a função de Kummer ou função confluente hipergeométrica. As médias

para β = 1 e β = 4 não convergem e para β = 2 é zero, quando deveriam ser bem

definidas e independentes de β

〈τW 〉 =
τH
N
. (5.27)

(a) Distribuição dos tempos próprios. (b) Distribuição do tempo de Wigner.

Figura 5.3: Estat́ısticas de tempo de retardo para a classe de simetria A e dimensão
N = 2. A linha cont́ınua em (A) é o resultado teórico. Os tracejados verticais são as

médias das distribuições.

5.8 Conclusões

Como esperado, o algoritmo proposto por Mezzadri [34] para geração dos ensembles

circulares possui desempenho superior ao Hamiltoniano, usado para comparação (tabela

5.4). No programa chamamos a abordagem de Mezzadri de Scattering e a Hamiltoniana

de Hamiltonian.

Abaixo está o código utilizado para gerar uma matriz circular utilizando a abordagem

Hamiltoniana. Na linha 9 vemos a dependência do método gaussian, já descrito na seção

5.2.

1 de f c i r c u l a r (sym=SymmetryClass .A, n=2, m=160) :

2 i f ( ( sym in s y m p l e c t i c s p a c e ) or (sym in c h i r a l ) or sym ==

SymmetryClass .C or sym == SymmetryClass . CI ) :
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Categoria Classe Hamiltonian Scattering

Wigner-Dyson AI 30,28 0,97

Wigner-Dyson A 46,21 0,89

Wigner-Dyson AII 266,01 1,17

Quiral AIII 393,21 1,17

Quiral BDI 310,04 1,03

Quiral CII 504,14 2,83

Bdg D 33,16 0,74

Bdg C 390,12 2,13

Bdg DIII 303,43 0,96

Bdg CI 397,54 2,46

Tabela 5.4: Comparação de desempenho entre as abordagens Hamiltoniana (Ha-
miltonian) e a proposta por Mezzadri (Scattering). Tempo, em segundos, para gerar e
armazenar um ensemble circular com 10000 matrizes 4×4 para as respectivas simetrias.

O método Hamiltoniano usa matrizes Gaussianas de dimensão 160× 160.

3 m = 2∗m

4 n = 2∗n

5

6 d e l t a = 1 ./ n

7 sigma = mt . s q r t ( m/ (2 .∗ syms beta [ sym ] ) ) ∗ ( ( 2 . ∗ d e l t a ) / mt . p i )

8

9 H = gauss ian (sym , m, True , sigma )

10

11 g l o b a l W

12 g l o b a l Wadj

13 i f ( W. shape [ 0 ] != m or W. shape [ 1 ] != n) :

14 W = np . z e r o s ( shape=(m, n) , dtype=f l o a t )

15 i , j = np . i n d i c e s ( W. shape )

16 W[ i==j ] = mt . s q r t (m∗ d e l t a ) / np . p i

17 Wadj = W. conjugate ( ) . t ranspose ( )

18

19 A = 1 j ∗ np . p i ∗W. dot ( Wadj ) − H

20 G = np . l i n a l g . inv ( A )

21 S = np . eye (n) − 2∗ np . p i ∗1 j ∗ Wadj . dot ( G. dot ( W) )

22

23 re turn S

A concordância dos histogramas com as distribuições anaĺıticas e com os resultados
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conhecidos é excelente. A figuras 5.4 comparam as distribuições da condutância e as

figuras 5.5 as distribuições da potência de rúıdo de disparo, para todas as classes de

Wigner-Dyson (β = 1, 2, 4).

As figuras 5.6 comparam as distribuições dos tempos próprios para a classe A e

N = 1, . . . , 6. Interessante perceber o degrau que surge a cada canal aberto. Não

encontramos uma justificativa f́ısica para essa caracteŕıstica.

Figura 5.4: Distribuições da condutância. Cada coluna representa uma classe de
simetria, respectivamente A, AI e AII. As linhas representam o número de canais abertos
na primeira guia N1 = 1, . . . , 3 e os ı́ndices coloridos o número de canais abertos na

segunda guia N2 = N1, . . . , N1 + 2. As linhas cont́ınuas são os resultados teóricos.
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Figura 5.5: Distribuições da potência de rúıdo de disparo. As colunas representam
as classes de simetria A,AI e AII, respectivamente. Na primeira guia temos apenas um
canal aberto N1 = 1 e os ı́ndices coloridos representam o número de canais abertos na

segunda guia N2 = 1, . . . , 3. As linhas cont́ınuas são os resultados teóricos.

Figura 5.6: Distribuições dos tempos próprios para a classe de simetria A. O número
de canais abertos cresce a partir do gráfico superior esquerdo N = 1, . . . , 6. As linhas

cont́ınuas são os resultados teóricos.
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Perspectivas e Conclusão

Algumas ideias foram parcialmente abordadas durante o desenvolvimento deste tra-

balho. Outras se mostraram desafios muito grandes para o curto espaço de tempo. Aqui

registramos algumas.

6.1 Singularidade da Variância do Tempo de Retardo

Vamos assumir uma região de espalhamento na qual a dinâmica clássica é fortemente

caótica, conectada ao exterior por pequenas aberturas, perfeitamente transparentes. Nas

aberturas existem N canais abertos, de maneira que as matrizes S e Q possuem dimensão

N ×N .

Essa região de espalhamento, ou cavidade, assim definida, possui uma taxa de de-

caimento clássico bem definido Γ, de tal maneira que a probabilidade de uma part́ıcula

ser encontrada dentro da cavidade decai exponencialmente no tempo como e−Γt. A

quantidade τD = 1/Γ é chamada de tempo de permanência clássica.

Quando o comprimento de onda da part́ıcula é muito menor que o tamanho da

cavidade, as matrizes S e Q são funções da energia fortemente oscilantes, sendo vantajoso

uma abordagem estat́ıstica. Uma dessas abordagens é a TMA, onde é feita a hipótese

de que S se comporta como uma matriz unitária aleatória, distribúıda uniformemente

no grupo unitário de acordo com o Ensemble de Jacobi.

91
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A matriz Q, estatisticamente independente de S, é hermitiana e os inversos dos seus

autovalores distribúıdos de acordo com o Ensemble de Laguerre.

Nosso trabalho consistiu, em grande parte, de médias sobre estat́ısticas dos autovalo-

res de Q. Durante a análise dos resultados, percebemos que as singularidades aparecem

comumente nas estat́ısticas do tempo de retardo, mas uma em especial chamou nossa

atenção. A singularidade na variância do tempo de Wigner em sistemas com simetria

de reversão temporal (β = 1).

A média do tempo de Wigner é bem definida e depende apenas da quantidade de

canais abertos, sendo independente da classe de simetria 〈τW 〉 = τH/N :

Figura 6.1: Média do tempo de Wigner em função do número de canais aberto N ,
com τH = 1.

A variância, diferentemente, depende de N e β:

〈τ2
W 〉c = 〈τ2

W 〉 − 〈τW 〉2

=

(
N2β +Nβ − 2N + 2

)
τ2
H

N2 (Nβ − 2) (N + 1)
− τH
N

=
4τ2
H

N2 (Nβ − 2) (N + 1)
.

Na fórmula acima fica claro que, para β = 1 e N = 2, temos uma singularidade, também

demonstrada na figura 6.2.

Nossa hipótese para justificar esse comportamento é que, para cavidades com reversão

temporal preservada e dois canais abertos, são estabelecidos modos de Fabry–Pérot, onde
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Figura 6.2: Variância do tempo de Wigner em função do número de canais aberto N .

a part́ıcula espalhada, o elétron, não sente as aberturas e permanece na cavidade por

um tempo indefinido.

Não respondemos algumas perguntas, como a partir de que momento não poderemos

mais ignorar a interação elétron-elétron, caso exista acumulo de carga na cavidade.

Também gostaŕıamos de destacar que essa singularidade pode ser estudada experi-

mentalmente utilizando, por exemplo, ondas mecânicas em placa de alumı́nio [66].

6.2 Distribuições Completas da Condutância

Ao iniciarmos nosso trabalho com o algoritmo de geração de ensembles de matrizes

aleatórias (caṕıtulo 5) uma de nossas preocupações foi validar os resultados. A maneira

mais direta para isso seria comparar os histogramas das distribuições obtidos numerica-

mente com funções das distribuições exatas.

Seguindo os passos de Kumar e Pandey [67] conseguimos resultados para qualquer

número de canais abertos N1 e N2 e, também, todas as classes de simetria da categoria

de Wigner-Dyson (tabela 2.9).

Os autores mostraram que a Transformada de Laplace das distribuições podem ser

expressas em termos de determinantes, para o caso unitário, e Pfaffianos, para os casos
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ortogonal e simplético. Após calculadas, a Transformada Inversa de Laplace determina

as distribuições exatas.

As integrais envolvidas nos cálculos são calculadas usando o método de integração

sobre variáveis alternantes de Mehta [3].

Os resultados existem para cada combinação de número de canais abertos e simetria.

Portanto, torna-se trabalhoso efetuar todos os cálculos manualmente. Assim, decidimos

criar um programa no Mathematica para obtermos a função de qualquer distribuição

da condutância para as classes de Wigner-Dyson. O programa é baseado fortemente na

capacidade do Mathematica conseguir resolver as Transformadas Inversas de Laplace.

Nossa intenção inicial era criar a rotina simbólica no Python usando a biblioteca

Sympy. Assim, as expressões para as distribuições exatas seriam obtidas diretamente a

partir do nosso programa (caṕıtulo 5). Infelizmente, a implementação da Transformada

Inversa de Laplace simbólica no Sympy não é capaz de lidar com os resultados obtidos.

De fato, nem mesmo o Maple foi capaz disso.

Mas gerar as expressões externamente não foi um grande problema porque as distri-

buições convergem rapidamente para uma gaussiana. Portanto, para qualquer N1,2 > 4,

usamos a distribuição gaussiana, sendo necessário introduzir manualmente apenas as

distribuições para N1,2 ≤ 4.

Com relação ao trabalho de Kumar e Pandey, fizemos duas pequenas contribuições.

A primeira foi utilizar o peso completo de Jacobi

w(x) = xα−1(1− x)γ−1.

Comumente usa-se γ = 1, negligenciando o termo (1− x)γ−1.

A segunda foi que usamos um método diferente do da integração sobre variáveis

alternantes para resolver o caso unitário β = 2. A seguir iremos detalhar esse método

alternativo usando o peso completo:

P
(β)
N (T1, . . . , TN ) =

1

Zω≡J(β,N)

∏
j<k

|Tj − Tk|β
N∏
i=1

Tα−1
i (1− Ti)γ−1.
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A nossa variável de interesse é a condutância

G =

N∑
i=1

Ti. (6.1)

Portanto, a distribuição completa da condutância é dada por

F
(β)
N (g) =

1

Zω≡J(β,N)

∫ 1

0
dNT δ

[
g −

N∑
i=1

Ti

]∏
j<k

|Tj − Tk|β
N∏
i=1

Tα−1
i (1− Ti)γ−1.

Aplicando a Transformada de Laplace, removemos a função Delta de Dirac da integral

[60].

F̃
(β)
N (s) = L

{
F

(β)
N (g)

}

F̃
(β)
N (s) =

1

Zω≡J(β,N)

∫ 1

0
dNT e−s

∑N
i=1 Ti

∏
j<k

|Tj − Tk|β
N∏
i=1

Tα−1
i (1− Ti)γ−1

=
1

Zω≡J(β,N)

∫ 1

0
dNT |∆N |β

N∏
i=1

Tα−1
i (1− Ti)γ−1e−sTi .

Para continuarmos precisamos definir a classe de simetria. Como já mencionado,

faremos β = 2

F̃
(2)
N (s) =

1

Zω≡J(2, N)

∫ 1

0
dT1 · · · dTN |∆N |2

N∏
i=1

Tα−1
i (1− Ti)γ−1e−sTi .

Como os Ti são os autovalores da matriz N × N hermitiana, podemos escrever a

integral em termos de determinantes

F̃
(2)
N (s) =

1

Zω≡J(2, N)

∫ 1

0
dNT ∆N∆†N det

(
Tα−1
i (1− Ti)γ−1

)
det
(
e−sTi

)
=

1

Zω≡J(2, N)

∫ 1

0
dNT det

(
T j−1
i

)
det
(
T i−1
j

)
det
(
Tα−1
i (1− Ti)γ−1

)
det
(
e−sTi

)
=

1

Zω≡J(2, N)

∫ 1

0
dNT det

(
Tα+j−2
i (1− Ti)γ−1e−sTi

)
det
(
T i−1
j

)
.

Para resolver essa integral utilizaremos o caso particular do teorema de Heine [36]

∫
[a,b]N

det(fi(xj)) det(gi(xj))dx = N ! det(C), (6.2)
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no qual fi(z) e gi(z) são funções quaisquer com i = 1, . . . , N e

(C)ij =

∫
[a,b]

fi(z)gj(z)dz. (6.3)

Usando essa identidade reduzimos a integral em muitas variáveis à várias integrais em

uma variável

F̃
(2)
N (s) =

N !

Zω≡J(2, N)
det

[∫ 1

0
xα+i+j−3(1− x)γ−1e−sxdx

]
1≤i,j≤N

=
N !

Zω≡J(2, N)
det

[
Γ(1 + aij)Γ(1 + b)

Γ(2 + aij + b)
1F1(1 + aij , 2 + aij + b,−s)

]
1≤i,j≤N

=
N !

Zω≡J(2, N)
det [B(1 + aij , 1 + b)1F1(1 + aij , 2 + aij + b,−s)]1≤i,j≤N

=
N !

Zω≡J(2, N)
det

[
aij !b!

(aij + b+ 1)!
1F1(1 + aij , 2 + aij + b,−s)

]
1≤i,j≤N

=
N !(b!)N

Zω≡J(2, N)
det

[
aij !

(aij + b+ 1)!
1F1(1 + aij , 2 + aij + b,−s)

]
1≤i,j≤N

=
N !(b!)N

Zω≡J(2, N)
det

[
1∏b

k=0(aij + b+ 1− k)
1F1(1 + aij , 2 + aij + b,−s)

]
1≤i,j≤N

,

onde na segunda linha fizemos aij = α + i + j − 3 e b = γ − 1. 1F1 é a função

hipergeométrica confluente, ou função de Kummer.

Recuperando as variáveis originais, encontramos nosso resultado final

F̃
(2)
N (s) =

N ![(γ − 1)!]N

Zω≡J(2, N)
det

[
1F1(α+ i+ j − 2, α+ i+ j − 2 + γ,−s)∏γ−1

k=0(α+ i+ j − 3 + γ − k)

]
1≤i,j≤N

.

A partir do resultado acima podemos encontrar a distribuição completa para qualquer

N , α, γ aplicando a Transformada Inversa de Laplace.

Como perspectiva deixamos a extensão dos cálculos e do algoritmo para as demais

classes de simetria, Quiral e BdG. Também sugerimos a melhoria das rotinas do Sympy

responsáveis pela Transformada Inversa de Laplace simbólica.

Abaixo listamos o código do Mathematica.

1 n1 = 2 ;

2 n2 = 2 ;

3 n = Min [ n1 , n2 ] ;

4 m = Max[ n1 , n2 ] ;
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5 B = 2 ; (∗ beta ∗)

6 A = B∗(m − n + 1) /2 ; (∗ alpha ∗)

7 G = 1 ; (∗ gamma ∗)

8

9 (∗ P f a f f i a n o ∗)

10 Pf [ A ] := I f [ Length [A] == 0 , 1 ,

11 Module [{L , A1 , Matr ixDelete } ,

12 MatrixDelete [ M , i ] := Delete [# , i ] & /@ Delete [M, i ] ;

13 L = Length [A ] ; A1 = Matr ixDelete [A, 1 ] ;

14 Sum[(−1) ˆ i (A [ [ 1 ] ] [ [ i ] ] Pf [ Matr ixDelete [ A1 , i − 1 ] ] ) , { i , 2 , L } ] ] ]

15

16 (∗ Funcao de Part i cao ∗)

17 Z = Product [ (Gamma[A + j ∗B/2 ]∗Gamma[G + j ∗B/2 ]∗Gamma[ 1 + ( j + 1) ∗B/ 2 ] ) / (

Gamma[A + G + (n + j − 1) ∗B/2 ]∗Gamma[B/2 + 1 ] ) , { j , 0 , n − 1 } ] ;

18

19 (∗ Determinante da i n t e g r a l da transformada de Laplace ∗)

20 Fs = ( F a c t o r i a l [ n ] ∗ ( 1 ) /Z) ∗

21 Switch [B

22 , 2 ,

23 Det [

24 Table [ Beta [A + i + j − 2 , G]∗

25 Hypergeometric1F1 [A + i + j − 2 , A + i + j − 2 + G, −s ]

26 , { i , 1 , n} , { j , 1 , n } ] ]

27 , 4 ,

28 (Gamma[G] ˆ n) ∗Pf [

29 Table [

30 ( j − i ) ∗

31 Hypergeometric1F1 [A + i + j − 3 , A + i + j − 3 + G, −s ] /

32 Product [A + i + j − 4 + G − k , {k , 0 , G − 1} ]

33 , { i , 1 , 2∗n} , { j , 1 , 2∗n } ] ] ] ;

34

35 (∗ Inver sa de Laplace ∗)

36 F = InverseLaplaceTransform [ Fs , s , g ] ;

37 StringForm [ ”F = ‘ ‘ ” , F ] (∗ funcao a n a l i t i c a fechada para os \

38 parametros informados ∗)

39 (∗ Graf i co ∗)

40 Plot [ F , {g , 0 , n } ]
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A seguir temos a distribuição (6.4) e o gráfico 6.3 gerados pelo código usado como

exemplo. Compare com o gráfico 5.2a.

F = 2
(
g3 − 2

(
g3 − 3g2 + 6g − 4

)
θ(g − 1) + (g − 2)3θ(g − 2)

)
(6.4)

Figura 6.3: Distribuição da condutância, classe A e N1 = N2 = 2.



Apêndice A

Biblioteca Maple TDP (Time

Delay Package)

A biblioteca Maple TDP é uma implementação do método da função geratriz hiper-

geométrica para a matriz de tempo de retardo.

Ela possui dependência da biblioteca MOPS [42] e usa suas funções listadas na tabela

A.1.

Função Descrição

‘MOPS/Jack/c‘ Calcula os coeficientes do polinômio de Jack

gsfact O shifted factorial, também conhecido como śımbolo
de Pochhammer

par Produz uma lista com todas as partições de um inteiro

& <,& >,& <=,& >= Operadores de comparação lexicográfica

Tabela A.1: Funções da biblioteca MOPS utilizadas pela TDP.

As funções públicas da biblioteca TDP estão listadas na tabela A.2 e as privadas em

A.3.
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Função Descrição

parttimes Determina a quantidade de vezes que um inteiro apa-
rece na partição

partfactorial Calcula o fatorial de uma partição

pm2e Muda a base de um monômio de soma de potências
para a base de funções simetricas elementares

p2e Muda a base de um polinômio de soma de potências
para a base de funções simétricas elementares

mn2p Muda a base de uma função monomial simétrica para
a base de soma de potências

am2p Muda a base de uma função monomial simétrica
aumentada (augmented) para a base de soma de
potências

mediamomento Calcula a média de um momento generalizado

cumulantewigner Calcula o cumulante da média do tempo de Wigner

mediapermanente Calcula a média de um Permanente dividido por N! e
ψi(x) = x−λi

Tabela A.2: Funções públicas da biblioteca TDP.

Função Descrição

v Calcula o coeficiente da expansão do polinômio de
Jack em funções monomiais

g Coeficiente gama da equação (3.32)

monomialcoeff Retorna o coeficiente de um monômio num determi-
nado polinômio

x2parts Coleta as partições e seus respectivos coeficientes

e2parts Coleta as partições e de uma função simétrica elemen-
tar e seus respectivos coeficientes

p2parts Coleta as partições e de uma soma de potências e seus
respectivos coeficientes

mediae Calcula a média de uma função simétrica elementar
no inverso das variáveis (3.32)

Tabela A.3: Funções privadas da biblioteca TDP.
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