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Potência do rúıdo de Disparo de Junção Normal-

Supercondutor Topológico com Simetria Quiral

Dissertação submetida ao Programa de pós-

Graduação em F́ısica Aplicada da Universi-

dade Federal Rural de Pernambuco como re-

quisito parcial para a obtenção do t́ıtulo de

Mestre em F́ısica.

Orientador: Dr. Anderson Luiz da Rocha e Barbosa

Co-Orientador: Dr. Aı́lton Fernandes Macedo Junior

UFRPE

Recife - PE

28 de Março de 2018



Meu pensamento se abre e se
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Resumo

No processo f́ısico de transporte em condutores mesoscópicos observamos flutuações na

corrente. Surgindo observáveis como a potência do rúıdo de disparo que estão intimamente

ligadas a quantização das cargas. Atualmente existe interesse no comportamento do

processo de espalhamento em dispositivos mesoscópicos, damos um destaque nas junções do

tipo normal-supercondutor topológico com simetria quiral. Que apresentam como principal

peculiaridade as reflexões de Andreev. A teoria de matrizes aleatórias foi utilizada para

interpretação desta dissertação, reobtendo as distribuições de probabilidade da condutância

em função de um parâmetro topológico Q com o número N de canais abertos N = 1, 2, 3, 4

[Diez e colaboradores] e como resultado inédito desta dissertação o caso N = 5. Obtemos as

distribuições de probabilidade para potência do rúıdo de disparo em função do parâmetro

topológico Q com o número de canais para os casos N = 1, 2, 3, 4, 5, sendo a segunda

contribuição inédita desta dissertação.

Palavras-chave: transporte eletrônico; junção normal-supercondutor topológico; si-

metria quiral; número quântico topológico; potência do rúıdo de disparo.
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Abstract

In the physical process of transport in mesoscopic conductors, we observe fluctuations

in the current. Observing as the power of the shot noise is closely related to the charge

quantization. Currently there is interest in the behavior of the scattering process in me-

soscopic devices, we give a prominence in the normal-superconductor topological junctions

with chiral symmetry. Which present the main peculiarity of Andreev’s reflections. The

theory of random matrices was used to interpret this dissertation, retrieving the probability

distributions of the conductance as a function of a topological parameter Q with the number

N of open channels N = 1, 2, 3, 4 [Diez and collaborators] and as an unprecedented result of

this dissertation the case N = 5. We obtain the probability distributions for power of the

shot noise as a function of the topological parameter Q with the number of channels for the

cases N = 1, 2, 3, 4, 5, being the second unpublished contribution of this dissertation.

Key-words: electronic transport; topological-superconducting junction; chiral sym-

metry; topological quantum number; .
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1.1 F́ısica mesoscópica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Isolantes e supercondutores topológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.1 Reflexão de Andreev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 A teoria de espalhamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste caṕıtulo iniciamos com uma revisão dos conceitos de transporte eletrônico em

f́ısica mesoscópica. Usaremos como principais referências [1, 2, 5, 6, 7, 8, 9] para elaboração

do caṕıtulo 1.

1.1 F́ısica mesoscópica

Nos anos 80 surgem os primeiros experimentos envolvendo junções de arseneto de gálio

(GaAs) e arseneto de gálio alumı́nio (AlGaAs) formando um gás bidimensional com canais

de condução com baixo rúıdo e boa condutividade, veja figura (1.1). Experimentalmente

a aplicação de uma diferença de potencial nos terminais da estrutura ocasiona o fim do

regime de equiĺıbrio gerando uma direção preferencial, ou seja, um regime de transporte

[10]. As pesquisas nas áreas da f́ısica mesoscópica tornaram-se constantes tanto na parte

teórica quanto experimental [2, 7, 8]. Algumas grandezas como a condutância e a potência

do rúıdo de disparo vêm sendo intensamente estudadas [11, 12, 13, 14, 15, 16].

Em prinćıpio a condutância num condutor com largura W , comprimento L e conduti-

vidade σ é descrita pela lei de Ohm

G = σ
W

L
. (1.1)

A equação acima nos leva a seguinte questão: qual o limite da validade da lei de Ohm O

comprimento da amostra na equação (1.1) nos revela uma divergência na condutância no
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Figura 1.1: (a) O ponto quântico de contato sobre um Gás de elétrons bidimensional. (b)

Medida da condutância vs voltagem aplicada na constrição. Figuras retiradas das referências

[1, 2] respectivamente.

limite L→ 0, mas no regime mesoscópico isto não é observado experimentalmente [2].

Com a diminuição da amostra as part́ıculas não se comportam de forma clássica, passam

a assumir comportamento ondulatório [2]. Os efeitos de interferência passam a ter um papel

de destaque no processo de transmissão. Devido a diminuição do comprimento do condutor

surgem comprimentos caracteŕısticas relacionados a f́ısica mesoscópica, são eles [2]

• Comprimento de Fermi λF : comprimento de onda relacionado as part́ıculas que apre-

sentam energia de Fermi, responsáveis pelo transporte a baixa temperatura. O com-

primento tem a forma

λF =

√
2π

ds
, (1.2)

onde ds representa a densidade de elétrons.

• Livre caminho médio l: é a distância que as part́ıculas percorrem antes de sofrer

qualquer interação que modifique o seu momento [2]. Pode ser calculada por

l = vF τm, (1.3)

onde vF é a velocidade de Fermi e τm é o tempo de relaxação do momento.

• Comprimento de localização ξ: extensão espacial das funções de onda da part́ıcula.

As ondas se estendem por toda a amostram em condutores metálicos, já em isolantes

decaem exponencialmente [2, 17].
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• Comprimento de relaxação de fase Lϕ: comprimento máximo em que a part́ıcula se

propaga antes de perder a coerência de fase, dada por

Lϕ = vF

√
τmτϕ

2
, (1.4)

onde τϕ representa o tempo em que a part́ıcula perde a coerência de fase.

Os quatro comprimentos caracteŕısticos descritos acima, representam as fronteiras dos

regimes de transporte eletrônico em sistemas mesoscópicos, se classificam em

• Regime baĺıstico (L < l): a part́ıcula atravessa o condutor sem sofrer espalhamento.

Exemplos desse regime são encontrados em pontos quânticos.

• Regime difusivo (l < L < ξ): as part́ıculas sofrem uma sequência de colisões elásticas.

Exemplos desse regime são fios quânticos desordenados.

• Regime localizado [17] (ξ < L < Lϕ): as funções de onda estão localizadas e não ocorre

transporte eletrônico.

• Regime Ohmico (Lϕ < L): é o regime representado pela equação (1.1).

O resumo para os diferentes tipos de regime de condução pode ser observado na figura (1.2).

Figura 1.2: Relações entre o regime de condução e o comprimento caracteŕıstico para baixas

temperaturas.
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1.2 Isolantes e supercondutores topológicos

A topologia é aplicada a uma nova variedade de fenômenos que envolvem a interação

entre o invariante topológico e a presença ou ausência de simetrias básicas no sistema anali-

sado [18]. Influenciando de forma direta com o comportamento dos fenômenos, englobando

dois paradigmas-chaves na f́ısica da matéria condensada: a relação entre a perca da simetria

que ocorre de forma espontânea em função da variação do parâmetro topológico [18].

Figura 1.3: (a)-(c) O estado isolante. (a) Estado isolante. (b)Uma estrutura de banda de um

isolante comum. (d)-(f) O estado do Hall quântico. (d) O movimento ćıclotron dos elétrons.

(e)Os ńıveis de Landau, que podem ser vistos como uma estrutura de banda. (c) e (f) Duas

superf́ıcies que diferem em seu gênero, g. (c) g = 0 para a esfera e (f) g = 1 para o donut.

O número Chern n que distingue os dois estados é um invariante topológico semelhante ao

gênero, figura retirada da referência [23].

Nos últimos 30 anos, o estudo do efeito Hall quântico induziu ao paradigma de classificar

diferentes estados da matéria condensada baseada na variação de um parâmetro topológico

[19, 20]. O efeito Hall quântico se apresenta como invariante topológico o número de Chern

(1982), figura 1.4. Sistemas topológicos ganharam destaque em 2005 pela descoberta da fase

isolante do efeito hall quântico em duas dimensões [21, 22].

Mudanças suaves não perturbam esse tipo de sistema e não podem ser alterados, e não

podem ser alterados, exceto quando existe mudança da fase quântica tem estados protegido

pela simetria de reversão do tempo [23]. Propriedades essas que tem aplicação na área de



1. Introdução 5

Figura 1.4: A interface entre o estado de Hall quântico e um isolador apresenta uma borda

com banda de energia com simetria quiral. (a) As órbitas de ćıclotron saltando. (b) Um

único estado de borda conecta a banda de valência com à banda de condução, figura retirada

da referência [23].

spintrônica e computação quântica.

O acoplamento da spin-órbita pode levar a matéria a assumir o comportamento de um

isolante topológico. A superf́ıcie ou a borda em isolantes topológicos apresentam ausência

de gap entre as bandas de condução surgindo a simetria de reversão temporal. As bordas

dos isolantes podem ser alteradas para um estado condutor com a mudança topológica do

sistema, podemos observar o comportamento de estrutura de isolantes topológicos e um

isolante comum e uma exemplificação do que se pode entender por parâmetro topológico na

figura 1.3.

No caso do modelo supercondutor topológico precede os recentes sistemas quânticos

topológicos propostos e estudados [21, 24, 25]. Contudo ideias concretas para realizar tais

supercondutores topológicos surgiram somente após a descoberta de isoladores topológicos,

que fornecem uma plataforma convencional para a supercondutividade. O número quântico

topológico possui uma correlação com o processo de condução e o número de canais na

fronteira do condutor. Algumas propriedades dos supercondutores topológicos:

• São descritos pelo hamiltoniano BdG. Neste trabalho utilizaremos a Classe BDI da

teoria TMA que será abordado numa seção adiante.

• Os estados com energia negativa do hamiltoniano tem equivalência com os estados



1. Introdução 6

ocupados no supercondutor.

• A superf́ıcie desses materiais apresenta ausência de corrente elétrica e presença de

condução térmica, enquanto internamente se comporta de forma inversa.

• Assume diferentes comportamentos no processo de transporte de part́ıculas, variando

de um isolante a um supercondutor conforme o ajuste do número quântico topológico

Q [21].

• A classificação de supercondutor ou isolante topológico é dada pela simetria e pela

dimensionalidade do gap desses sistemas.

Informações sobre o processo de classificação de matérias topológicos podem ser encon-

tradas nas referências [26, 27, 28, 29]. No caso dos supercondutores topológicos a classificação

do número quântico topológico Q, onde Q ∈ Z. No caso do sistema normal-supercondutor

Q representa o número de canais abertos no condutor normal que estão abaixo no ńıvel de

Fermi. O processo de espalhamento nesses materiais está intimamente ligado ao parâmetro

topológico Q. Um supercondutor topológico conhecido é o (NbTiN), quando conectando

com um guia de (IsSb) representa o tipo de junção normal-supercondutora que encontramos

a distribuição dos observáveis de transporte desta dissertação, figura 1.5.

Figura 1.5: Aplicamos uma d.d.p entre (IsSb) e (Au). O elemento (Au) que neste experi-

mento tem o papel de reservatório de elétrons, que está conectado ao guia normal formato

um material semicondutor de(IsSb) forma uma junção com o supercondutor (NbTiN) [3].
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1.2.1 Reflexão de Andreev

Na interface entre um metal normal e um supercondutor, a corrente normal é convertida

numa corrente t́ıpica de um sistema supercondutor [4, 17, 30]. O processo de condução

numa junção normal-supercondutora foi descoberto em 1964 por Andreev. Ele observou a

excitação de elétrons ligeiramente acima do ńıvel de Fermi no metal normal que incidem na

junção parte era refletida na forma de buracos ligeiramente abaixo do ńıvel de Fermi. Mais

tarde batizado de reflexão de Andreev, figura 1.6. O sistema no geral apresenta algumas

propriedades

• Na reflexão de Andreev há conservação da carga. De forma local não temos conservação

da corrente (condutor normal). Contudo quando englobamos os dois condutores, ob-

servamos um buraco retornando como −e no guia normal enquanto temos +2e no guia

supercondutor encontrado assim a conservação da carga. Os pares de elétrons recebem

o nome de pares de Cooper [31];

• A reflexão de Andreev apresenta conservação de spin, os buracos refletidos apresentam

spin contrário aos elétrons incidentes;

• O momento se conserva na reflexão de Andreev, a part́ıcula refletida volta pelo mesmo

caminho do elétron incidente com buraco com energia −E;

• A energia é conservada, portanto a reflexão de Andreev é um processo elástico. Em

resumo, na reflexão de Andreev um elétron com energia (E) acima do ńıvel de Fermi

é convertido em um buraco com energia (−E) abaixo do ńıvel fermiônico.

A formação de um par de Cooper ocorre pela interação entre elétrons, a qual é inter-

mediada por um fônon associado à deformação da rede, criando um estado ligado entre dois

elétrons [31]. Devido ao fônon apresentar uma velocidade menor que do elétron, o sistema

possui menor velocidade em relação a corrente normal, o que leva a existência dos pares de

Cooper com um maior tempo de permanência.
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Figura 1.6: Observamos uma reflexão normal do elétron que incide num isolante no lado

esquerdo e na direita temos a reflexão do elétron no supercondutor, figura adaptada da

referência [4].

1.3 A teoria de espalhamento

Rolf William Landauer [14] foi o primeiro a estabelecer a relação entre os processos de

espalhamentos quanto-mecânicos e a condutância entre dois terminais, vaja a figura (1.7).

Posteriormente Büttiker generalizou [13] para o caso de M terminais. Hoje o modelo é

conhecido como formalismo de Landauer-Büttiker e tem sido utilizado amplamente na f́ısica-

mesoscópica. O formalismo é baseado na matriz de espalhamento S, definida por

b = Sa, (1.5)

onde a e b representam as amplitudes das ondas de entrada e sáıda no centro espalhador

respectivamente, veja na figura (1.7).

Para um sistema de dois terminais, como na figura 1.7 a matriz S apresenta as seguintes

estrutura de blocos

S =

 rN1×N1 t′N1×N2

tN2×N1 r′N2×N2

 . (1.6)

onde (t, t′) são os blocos de transmissão, (r, r′) referentes a reflexão e os ı́ndices inferiores N1

e N2 o número de canais abertos em cada guia. A probabilidade de transmissão ou reflexão

de uma certa part́ıcula é proporcional ao modulo quadrado do elemento da matriz S na

forma

Ppq = |Spq|2, (1.7)

onde Ppq representa a probabilidade da part́ıcula ser transmitida do guia q para guia p.
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Figura 1.7: Espalhamento genérico com 2 terminais ligados em guias ideais com três canais

abertos. Os reservatórios possuem potenciais eletroqúımicos µ1 e µ2, respectivamente. As

letras a representam as amplitudes das ondas que incidem no condutor coerente e b as

amplitudes das ondas que saem do centro espalhador.

O prinćıpio de conservação de carga no processo de espalhamento pode ser escrito na

forma ∑
m

|am|2 =
∑
m

|bm|2, (1.8)

isto impãe um v́ınculo de unitariedade da matriz de espalhamento que passa a ser unitária

S† = S−1. (1.9)

Na próxima seção mostraremos como os observáveis do sistema podem ser escritos em termos

da matriz espalhamento.

1.4 A teoria de Landauer-Büttiker para metais nor-

mais (N)

Nesta seção iremos aplicar a teoria de espalhamento para encontrar a fórmula de

Landauer-Büttiker. Em seguida usaremos o mesmo método para obter a expressão da

potência do rúıdo de disparo. Para este fim usaremos as referências [12, 21].
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Iniciaremos o cálculo a partir da densidade de probabilidade da corrente [32], dada por

J =
i~
2m

(Ψ∇Ψ† −Ψ∇Ψ†), (1.10)

onde Ψ representada a função de onda da part́ıcula.

A corrente de elétrons que atravessa o guia é definida pela integral da densidade de

corrente. Na visão da segunda quantização o operador corrente assume a forma

Îl =
e~

2im

∫
dyl

(
Ψ̂†l (~rl, t)

∂Ψl(~rl, t)

∂xl
− Ψ̂l(~rl, t)

∂Ψ†l (~rl, t)

∂xl

)
. (1.11)

onde Ψ̂†l (~rl, t) é uma combinação linear das funções de onda no guia l denominada operador

campo, que assume a forma

Ψ̂l(~rl, t) =
∑
n

[
ϕ+

(l,n)(~rl)â
l
n + ϕ−(l,m)(~rl)b̂

l
n

]
, (1.12)

Ψ̂†l (~rl, t) =
∑
n

[
ϕ+∗

(l,n)(~rl)â
†l
n + ϕ−∗(l,m)(~rl)b̂

†l
n

]
. (1.13)

Os operadores â e b̂ são operadores aniquilação, enquanto â† e b̂† são os operadores criação.

Temos que ϕ é dado por

ϕ±(l,n)(~rl) =
exp (±ikl,nxl)
(~kl,nm−1)

1
2

χn(yl). (1.14)

onde o sinal + representa as ondas incidentes e o sinal − as refletidas. Por sua vez χn(yl) é

a solução transversal da função de onda, o remanescente representa a solução longitudinal.

Para reescrevemos a corrente em função da energia, aplicamos a seguinte transformada de

Fourier,

âln(t) =
1√
2π~

∫
dEâln(E) exp (−iE t

~
), (1.15)

onde os operadores âl†n (t), b̂ln(t) e b̂l†n (t) são escritos de forma semelhante.

Substituindo a equação (1.15) na equação (1.13), obtemos

Ψ̂l(~rl, t) =

∫
exp

(
−iE t

~

)∑
n

χn(yl)√
2π~υl,n(E)

[
âln(E) exp (ikl,nxl) + b̂ln(E) exp (−ikl,nxl)

]
,

(1.16)
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Ψ̂†l (~rl, t) =

∫
exp

(
iE

t

~

)∑
n

χ∗n(yl)√
2π~υl,n(E)

[
â†ln (E) exp (−ikl,nxl) + b̂†ln (E) exp (ikl,nxl)

]
.

(1.17)

onde υl,n representa a velocidade do elétron no n-ésimo canal do guia l. Finalmente, substi-

tuindo as equações 1.16 e 1.17 na equação 1.11, obtemos

Îl(x, t) =
e

4π~
∑
n

∫ ∫
dEdE ′ exp i(E − E ′) t

h

1√
υl,n(E)υl,n(E ′)

× ([υl,n(E) + υl,n(E ′)][exp ixl(kl,n(E ′)− kl,n(E))â†ln (E)âln(E ′)

− exp ixl(kl,n(E)− kl,n(E ′))b̂†ln (E)b̂ln(E ′)]

+ [υl,n(E)− υl,n(E ′)][exp−ixl(kl,n(E)− kl,n(E ′))â†ln (E)b̂ln(E ′)

− exp ixl(kl,n(E ′)− kl,n(E))b̂†ln (E)âln(E ′)]).

Para simplificar a equação acima, assumimos que as part́ıculas apresentam velocidade

próximo a velocidade de Fermi. Desta forma, podemos assumir que υl,n(E) ' υl,n(E ′),

simplificando a equação acima da seguinte forma

Îl(x, t) =
e

~

∫ ∫
dEdE ′ exp

[
i(E − E ′) t

~

]
[â†ln (E)âln(E ′)− b̂†ln (E)b̂ln(E ′)]. (1.18)

Seguindo a referência [12] é posśıvel relacionar os operadores criação e aniquilação com os

elementos da matriz espalhamento da seguinte forma

â†ln (E)âln(E ′)− b̂†ln (E)b̂ln(E ′) =
∑

α,β,κ,m,n

â†αm (E)
[
δα,lδβ,lδm,nδκ,n − (S†)αlmn(E)Slβnκ(E

′)
]
âβκ(E ′).

(1.19)

Substituindo a equação (1.19) na equação (1.18) obtemos

Îl(x, t) =
e

~

∫ ∫
dEdE ′ exp

[
i(E − E ′) t

~

] [
â†αm (E)Aαβmκ(l;E,E

′)âβκ(E ′)
]
, (1.20)

onde

Aαβmκ(l;E,E
′) =

[
δα,lδβ,lδm,κ(S

†)αlmn(E)Slβnκ(E
′)
]
. (1.21)

1.4.1 Condutância (G)

No regime linear a condutância é obtida da seguinte forma

G = lim
V0→0

〈I〉
V
. (1.22)



1. Introdução 12

Devido ao sistema ser considerado em equiĺıbrio, são representados pela mesma distribuição

de Fermi para os reservatórios, a média do operador criação e aniquilação se igualam. Então

podemos utilizar a identidade para a média da corrente [12, 33]

〈â†αm (E)âβk(E ′)〉 = δα,βδm,κδ(E − E ′)fα(E), (1.23)

onde fα(E) = (1 + exp (−E/kBT ))−1 é a função de Fermi que representa a distribuição dos

elétrons nos reservatórios. Substituindo a equação (1.23) na equação (1.20) obtemos

〈Îl〉 =
e

~
∑
α

∑
m

∫
dEAααmm(l;E)fα(E). (1.24)

Dispondo-se da relação da equação (1.21) e aproveitando da unitariedade da matriz espa-

lhamento, a corrente para 2 terminais assume a forma

〈Î〉 =
e

h

∫
dETr(tt†)[f1(E)− f2(E)]. (1.25)

onde f1(E) = f(E −EF − eV ) e f2(E) = f(E −EF ). Tomando o regime linear e aplicando

o teorema fundamental do cálculo, obtemos

G =
e2

h

∫
dE

(
−∂f(E − EF )

∂E

)
Tr(t(E)t†(E)). (1.26)

Tomando o limite T → 0 a derivada da função de Fermi se transforma numa função delta

de Dirac ∂f(E−EF )
∂E

= δ(E − EF ), finalmente a equação (1.26) assume a forma

G =
e2

h
Tr(tt†), (1.27)

que é a formula de Landauer-Büttiker.

1.4.2 As flutuações temporais da corrente

A potência do rúıdo de disparo se origina das flutuações dependentes do tempo e estão

intimamente ligadas a quantização das cargas. Toda vez que observamos um pico da corrente

significa que uma part́ıcula foi conduzida no guia, gerando flutuações temporais na corrente
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1.4.3 Potência do rúıdo de disparo (P )

Tomando o limite para baixas frequências (w −→ 0) na equação (??), a densidade

espectral assume a forma

P =
2e2

h

∑
αβ

∑
mκ

∫
dEAαβmκ(E,E)Aβακm(E,E)fα(E)[1− fβ(E)]. (1.28)

A equação (1.28) pode ser reescrita em termos da matriz espalhamento, a qual é dada

por

P =
2e2

h

∫
dE
{

[f1(1− f1) + f2(1− f2)]Tr(t†tr†r) + [f1(1− f1) + f2(1− f2)]Tr(t†t)2Tr(t†tr†r)]
}
.

(1.29)

Admitindo o sistema no regime de resposta linear, a equação (1.29) assume a forma

P =
2e3V

h
Tr(t†tr†r). (1.30)

Novamente usufruindo da unitariedade da matriz espalhamento a equação (1.30), ad-

quire a forma

P =
2e3V

h
Tr[t†t(1− t†t)], (1.31)

que é conhecido como potência do rúıdo de disparo.

Na próxima seção mostraremos como adaptar o formalismo para a obtenção dos ob-

serváveis de transporte numa junção metal normal-supercondutor para o caso normal-

supercondutor semelhantes aos utilizados no caso normal [12, 16].

1.5 Estruturas h́ıbridas: Junções metal normal-

supercondutor (NS)

Devido a reflexão de Andreev na interface NS devemos levar em conta os graus de liberdades

de elétrons e buracos na matriz espalhamento. Por exemplo, a matriz de reflexão pode ser

descrita na forma

r =

 ree reh

rhe rhh

 , (1.32)
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onde os ı́ndices e e h representam elétron e buraco, respectivamente. O bloco de reflexão rpq

tem o ı́ndice q representando o tipo de part́ıcula que incide na junção NS, enquanto p o tipo

de part́ıcula que é refletido.

As amplitudes de incidência âe,h e sáıda b̂e,h estão relacionados com a matriz r da

seguinte forma  b̂e

b̂h

 =

 ree reh

rhe rhh

 âe

âh

 . (1.33)

As equações (1.12) e (1.13) são reescritas na forma matricial como se segue

Ψ̂(~r, t) =

∫
dE exp

(
−iE t

~

)
χ(y, E)√
2π~υ(E)

 âe

âh

 exp (ikF z) +

 b̂e

b̂h

 exp (−ikF z)

 ,
(1.34)

Ψ̂†(~r, t) =

∫
dE exp (iE

t

~
)
χ∗(y, E ′)√
2π~υ(E ′)

[(
â†e â†h

)
exp (−ikF z) +

(
b̂†e b̂†h

)
exp (ikF z)

]
.

(1.35)

Substituindo as equaçães (1.34) e (1.35) no operador corrente, equação (1.11), podemos

demostrar que

Îl =
e

2π~
∑
αβ

∫ ∫
dEdE ′ exp

[
i(E − E ′) t

~

]
Tr[â†αAαβ(E,E ′)âβ(E ′)], (1.36)

onde a matriz A(E,E ′) é dada por

A(E,E ′) = Λ− r†Λr(E ′). Λ =

 1 0

0 −1

 . (1.37)

1.5.1 Condutância (GNS)

A condutância para o caso normal-supercondutor ocorre no regime linear equação (1.22).

Neste caso a média dos operadores dados por

〈â†α(E)âβ(E)〉 = δαβδ(E − E ′)fα(E). (1.38)

Substituindo a equação (1.38) na (1.36) obtemos a média do operador corrente na forma

〈I〉 =
e

2π~
∑
α

∫
dETr[Aααfα], (1.39)
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A expressão para condutância de uma junção normal-supercondutor é obtida substi-

tuindo a equação (1.39) na equação (1.22) resultando

GNS =
e2

π~
Tr[r†herhe]. (1.40)

1.5.2 Potência do rúıdo de disparo (PNS)

Para calculamos a potência do rúıdo de disparo substituindo as equações (1.35) e (1.34)

na equação (1.28) e reescrevemos a mesma na forma

P (0) =
2e2

h

∑
αβ

∫
dETr[Aαβ(E,E)Aβα(E,E)]fα(E)(1− fβ(E)). (1.41)

Substituindo a definição da matriz A, equação (1.37), na equação (1.41), obtemos

P =
8e2

h

∫
dETr[r†herher

†
herhe][fe(1− fe) + fh(1− fe) + fe(1− fh) + fh(1− fh)]. (1.42)

Tomando T → 0 a equação (1.42) se reduz

P =
8e3

h
|V |Tr[r†herher

†
hhrhh]. (1.43)

Utilizando da unitariedade da matriz espalhamento, a equação (1.43) pode ser escrita na

seguinte forma

P =
4e3

π~
|V |Tr[r†herhe(1− r

†
herhe)]. (1.44)

1.6 Teoria de matrizes aleatórias

A teoria de matrizes aleatórias (TMA) assumiu um papel importante na área da f́ısica

matemática na década de 1960. Pesquisadores como Wigner, Dyson, Mehta e Gaudin obti-

veram destaque no desenvolvimento da teoria e na aplicação em suas pesquisas [35, 36, 4].

A TMA foi inicialmente aplicada em estudos do comportamento das distribuições dos ńıveis

de energia em núcleos pesados medidos em reações nucleares e ganhou destaque na década

de 80, como uma ferramenta no estudo de sistemas quânticos caóticos[37].

A TMA é fortemente afetada por simetrias fundamentais do hamiltoniano como reversão

temporal (SRT), rotação de spin (SRS), quiral/subrede (SSR) e part́ıcula buraco (SPH). A
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presença ou ausência dessas simetrias leva a dez classes de universalidade que seguem uma

relação 1 a 1 com a tabela de Cartan de espaços simétricos [38]. Estas classes podem ser

divididas em três categorias: Wigner-Dyson [39, 40], Quiral [41] e BdG [38]. Em transporte

quântico as classes Wigner-Dyson são apropriadas no estudo de condutores desordenados

convencionais e cavidades caóticas baĺısticas. A classe Quiral se aplica a sistemas com

simetria de subrede e as classes BdG são apropriadas para sistemas supercondutores [42, 39].

A tabela (1.1) representa a classificação dos ensembles da TMA.

Classe de simetria Ensemble SRT PHS SRS SSR

Wigner Dyson

A(unitária)

AI(ortogornal)

AII(simplética)

0

1

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

Quiral

AII(unitária)

BDI(ortogornal)

CII(simplética)

0

1

1

0

1

1

1

1

1

1

1

1

Altland-Zimbauer

D

C

DIII

CI

1

1

1

1

1

1

1

1

0

0

1

1

0

0

0

0

Tabela 1.1: Classes de simetria da teoria de matrizes aleatórias. Onde 0 e 1 representa a

ausência e presença das simetrias, respectivamente.

Na abordagem da TMA para o estudo de propriedades estat́ısticas de transporte em

pontos quânticos caóticos é modelada por uma matriz aleatória pertencente a um dos dez

ensembles circulares [4]. Em fios desordenados a modelagem é feita a partir da matriz de

transferência.
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1.6.1 Teoria de matrizes aleatórias aplicada a uma junção normal-

supercondutor topológico

A matriz de reflexão r responsável por representar o espalhamento no caso normal-

supercondutor topológico apresenta a mesma estrutura do caso normal-supercondutor,

equação (1.45), que assume a forma [35, 36]

r =

 ree reh

rhe rhh

 . (1.45)

O sistema apresenta simetria quiral pelo ensemble circular (BDI), podendo ser vista na

tabela (1.1). As propriedades de simetria das matrizes aleatórias para o caso de uma junção

normal-supercondutor topológico apresentam simetria part́ıcula buraco e quiral como se

segue

τxr(−E)τx =

r
∗(E), ( simetria e− h)

r†(E), simetria quiral,

(1.46)

que resultam nas identidades

ree = r∗hh = rTee. rhe = r∗eh = r†he. (1.47)

A matriz r pode ser decomposta da seguinte forma

r =

 U 0

0 U∗

 Γ Λ

ΛT Γ

 UT 0

0 U †

 , (1.48)

onde U representa uma matriz unitária N × N . Por usa vez Γ e Λ são matrizes N × N

definidas respectivamente por

Γ =
M⊕
m=1

 cos (αm) 0

0 cos (αm)

⊕∅|Q|
⊕

1ζ . (1.49)

Λ = ±
M⊕
m=1

 0 −i sin (αm)

i sin (αm) 0

⊕ 1|Q|
⊕

∅ζ . (1.50)

Onde 1n, ∅n representam respectivamente matriz unitária e matriz nula. O ı́ndice ζ = 1

ocorre quando N − |Q| resulta em um número ı́mpar, ζ = 0 ocorre quando N − |Q| resulta
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em um número par. Por sua vez M = (N−|Q|−ζ)
2

e −π
2
< αr 6 π

2
. Comparando a equação

(1.45) com equação (1.48) encontramos

rhe = (UΛU †)T . (1.51)

Substituindo a equação (1.51) na equação (1.40) obtemos a expressão para a condutância

na forma

g ≡ G

G0

= |Q|+ 2
M∑
m=1

Rm. (1.52)

Onde R = sin2 (αm) representa o autovalores da matriz rhe, que por sua vez apresentam

um ı́ndice 2 multiplicando o somatório por questão da degenerescência dos autovalores. A

variável Q representa o número quântico topológico representado por

Q = Tr[rhe] (1.53)

A potência do rúıdo de disparo é obtida a parti da substituição da equação (1.51) na

equação (1.44) resultando na forma

p = 2
M∑
m=1

Rm − 2
M∑
m=1

R2
m. (1.54)

1.6.2 Média da condutância e potência do rúıdo de disparo numa

junção normal-supercondutor

A média da condutância para o caso normal-supercondutor topológico com simetria

quiral pode ser encontrada na referência [9]. Para este resultado foi utilizado a integral de

Selberg, que tem solução em função do parâmetro topológico Q e o número de canais N que

assumindo a forma

〈g〉 =
N(N − 1) +Q2

2N − 1
. (1.55)

além de termos a variância [9] na forma

var(g) =
4(N2 −Q2)(N2 −Q2 − 2N + 1)

(2N − 1)2(2N + 1)(2N − 3)
. (1.56)

A média da potência do rúıdo de disparo pode ser encontrada na referência [43]. Para o

cálculo foi utilizando o método diagramático, obtendo o resultado na forma [43]

〈p〉 =
(N −Q)(N − 1−Q)(N +Q)(N − 1 +Q)

(2N − 3)(2N − 1)(2N + 1)
. (1.57)
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1.7 Nesta dissertação

Neste caṕıtulo foram expostos os conceitos básicos da f́ısica mesoscópica com o objetivo

de deduzimos os principais observáveis de transporte via a teoria de matrizes aleatórias

(TMA). Para o caso no espalhamento gerando em uma junção de um metal normal com

um supercondutor, onde a reflexão de Andreev rege transporte nesses tipos junções com

supercondutores. Finalizamos com uma breve introdução a respeito dos supercondutores

topológicos e pontos quânticos baĺısticos [44, 14, 13].

No capitulo 2 iremos abordar os cálculos das distribuições de condutância e potência de

rúıdo de disparo para Ensemble Wigner-Dyson [45]. Utilizaremos a interpretação via teoria

de matrizes aleatórias (TMA).

No capitulo 3 iremos calcular as distribuições de probabilidade da condutância e da

potência do rúıdo de disparo para o caso normal-supercondutor topológico, calculando a

distribuição de probabilidade da condutância e potência do rúıdo de disparo, em função do

número quântico topológico Q [9, 5]. Mais uma vez utilizaremos a interpretação via teoria

de matrizes aleatórias TMA.

No capitulo 4 apresentaremos as conclusões a respeito do que foi desenvolvido nesta

dissertação e perspectivas para trabalhos futuros. No apêndice A encontraremos o procedi-

mento de expansão do delta de Dirac, uma revisão breve de conceitos estat́ıstico e uso da

função delta para distribuições de grandezas de interesse. No apêndice B encontramos os

procedimentos lógicos aplicados na mudança de variáveis em nossas distribuições.



Caṕıtulo 2

Distribuições de probabilidade da

condutância em um bilhar quântico

Wigner-Dyson

2.1 introdução

Neste capitulo calcularemos as distribuições de probabilidade da condutância e potência

de rúıdo de disparo de um bilhar quântico caótico, o qual estatisticamente é descrito pelos

ensembles de Wigner-Dyson no contexto da Teoria de Matrizes Aleatórias [45, 46]. Para os

casos em que o sistema apresenta simetria de reversão temporal(SRT) representado por(β =

1) e ausência por (β = 2).

2.2 Distribuição de probabilidade da condutância no

ensemble Wigner-Dyson

A função distribuição densidade probabilidade conjunta Pβ(τn), onde τn representa os

autovalores da matriz [tt†] [45] é dada pela expressão

Pβ(τ1, . . . , τN) = Cβ

N∏
a<b

|τa − τb|β
N∏
n

τ
β−2
2

n . (2.1)
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onde Cβ é o fator de normalização da função de probabilidade, N representa o número de

canais abertos. A condutância de um sistema normal dada pela equação (1.27) pode ser

reescrita da seguinte forma

g =
N∑
i=1

τi. (2.2)

Através da equação (2.1), obtemos a função densidade probabilidade

Pβ(τ) = Cβτ
β
2
−1. (2.3)

A equação densidade de probabilidade da condutância, obtida através da equação

(A.21), assume a forma

P (g) =

∫ 1

0

dτδ(g − τ)Pβ(τ). (2.4)

O suporte da distribuição é o intervalo [0, 1], onde τ representa a probabilidade de uma

part́ıcula ser conduzida pelo canal.

A função densidade d probabilidade representada pela equação (2.3) assume

P1(τ) =
1

2
√
τ
. (2.5)

Através da substituição da equação(2.5) na equação (2.4), temos a distribuição da con-

dutância na forma

P1(g) =
1

2
√
g
. (2.6)

Os cálculos das distribuições para o bilhar quântico de Wigner são semelhantes ao caso

desenvolvido acima. Contudo no caso N = 2 β = 1 se diferencia por ser necessário uma

mudança de variáveis que pode ser encontrada no apêndice B.

Temos as distribuições de probabilidade da condutância representadas pelas express?es

N = 1 : P (g) =

 1
2
√
g
, se β = 1,

1, se β = 2.
(2.7)

N = 2 : P (g) =


3
4
g, se g < 1.

3
2
(g − 2

√
g − 1), se 1 < g < 2, se β = 1,

2(1− |1− g|)3, se β = 2.

(2.8)
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Podemos encontrar as representações das distribuições de probabilidade da condutância na

figura 2.1.
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Figura 2.1

A tabela 2.1 contém o valor da Média da condutância em função do número de canais e

ausência/presença da SRT.

〈g〉 β = 1 β = 2

N = 1 0, 300 0, 500

N = 2 0, 750 1

Tabela 2.1: Média da condutância em função da ausência ou presença da simetria de reversão

temporal para os diferentes números de canais.

A tabela 2.2 contém o valor da variância da condutância em função do número de canais e

ausência/presença da SRT.

Os resultados das distribuições de probabilidade da condutância, média e da variância

foram obtidos primeiramente por Baranger e Mello [46]. Uma revisão detalhada pode ser

encontrada na referência [45].
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var(g) β = 1 β = 2

N = 1 0, 900 0, 400

N = 2 0, 180 0, 067

Tabela 2.2: Média da condutância em função da ausência ou presença da simetria de reversão

temporal para os diferentes números de canais.

2.3 Distribuição de probabilidade da potência do rúıdo

de disparo

A potência do rúıdo de disparo apresenta sua origem das flutuações temporais da cor-

rente que está intimamente ligada a quantização da carga, já que toda vez que uma part́ıcula

é detectada é detectado um pico na medida da condutância. Podemos reescrever a potência

do rúıdo de dispara, equação (1.31), em funções dos autovalores da matriz tt† na forma

p = Σnτn(1− τn). (2.9)

A função densidade probabilidade da potência do rúıdo de disparo é escrita em função

dos autovalores de transmissão da matriz espalhamento. Utilizando a equação (A.24) escre-

vemos a distribuição em função da potência do rúıdo de disparo para o caso de N canais

que assume a forma

P (p) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

dτ1 · · · dτnδ(f(p)− p)Pβ(τ1, · · · , τn). (2.10)

As distribuições de probabilidade da potência do rúıdo de disparo para os caso N = 1, 2

assumem a forma

N = 1 : P (g) =


1√

2(1−4p)

1√
1−
√

1−4p
+ 1√

1+
√

1−4p
, se β = 1,

2√
1−4p

, se β = 2.
(2.11)

N = 2 : P (g) =

 6 sin−1
(

2p
(−1+2p)

)
(−1 + 2p) se 0 ≤ p ≤ 1

4

3π(1− 2p) se 1
4
≤ p ≤ 1

2
, se β = 2.

(2.12)

Podemos encontrar as representações das distribuições de probabilidade da condutância na

figura 2.2.
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Figura 2.2: Distribuição da potência do rúıdo de disparo para os casos N = 1, 2 em função

da ausência ou presença da SRT.

No caso da Média da potência do rúıdo de disparo em função do número de canais e

ausência/presença da SRT podem ser encontradas na tabela 2.1.

〈p〉 β = 1 β = 2

N = 1 0, 133 0, 167

N = 2 0, 256 0, 267

Tabela 2.3: Média da potência do rúıdo de disparo em função da ausência ou presença da

simetria de reversão temporal para os diferentes números de canais.

A tabela 2.4 contém o valor da variância da potência do rúıdo de disparo em função do

número de canais e ausência/presença da SRT.
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V ar(p) β = 1 β = 2

N = 1 0, 008 0, 006

N = 2 0, 105 0, 260

Tabela 2.4: Variância da potência do rúıdo de disparo em função da ausência ou presença

da simetria de reversão temporal para os diferentes números de canais.



Caṕıtulo 3

Condutância de uma Junção

normal-supercondutor topológico com

Simetria Quiral

Neste capitulo iremos calcular as distribuições da probabilidade da condutância e

potência do rúıdo de disparo e suas respectivas médias e variâncias para junção metal normal

com um supercondutor topológico em função do número quântico topológico Q [9][5].

A função densidade de probabilidade para junção normal-supercondutor topológico

apresenta a forma geral[5]

P (Rn) ∝
M∏
n=1

R
ζ− 1

2
m (1−Rn)|Q|

M∏
i<j=1

(Ri −Rj)
2. (3.1)

onde Rn representa os autovalores da matriz rehr
†
eh, onde Rn ∈ [0, 1]. Por sua vez |Q| ∈ Z tem

significado de um número quântico topológico que representa o número de estados protegidos

no supercondutor. O ı́ndice ζ = 1 ocorre quando N − |Q| resulta em um número ı́mpar e

ζ = 0 ocorre quando N − |Q| resulta em um número par. Aqui M representa a dupla

degenerescência dos autovalores que se repelem de forma quadrática, definido por

M =
(N − |Q| − ζ)

2
. (3.2)
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3.1 Distribuição de Probabilidade da Condutância

Nesta seção vamos recuperar as distribuições de probabilidade da condutância para o

caso normal-supercondutor topológico obtidos anteriormente pela referência [9] para os caso

N = 1, 2, 3, 4. E por fim como primeira contribuição da dissertação o caso N = 5.

Para que esta dissertação apresente uma leitura dinâmica iremos calcular o caso a dis-

tribuição da condutância para o caso N = 1 e |Q| = (0, 1), que apresenta o mesmo roteiro

para obtenção das outras distribuições da condutância ou a potência do rúıdo de disparo.

Contudo nos casos (N=4/Q=0),(N=5/Q=0) e (N=5/Q=1) são obtidos a parti na mudança

de variáveis que está exemplifica no apêndice B, encontrado o resultado para estes casos de

forma numérica.

A partir da equação (3.1) podemos obter a densidade de probabilidade para Q = (0, 1),

a qual é dada por

P (R) = 1. (3.3)

Substituindo a equação (3.3) na (A.24) resulta na integral que define a distribuição de

probabilidade da condutância na forma

P (g) =

∫ +∞

−∞
dRδ(g − (2R + |Q|)). (3.4)

A equação (3.4) tem como solução

P (g) = δ(g − |Q|). (3.5)

A média da condutância assume

〈g〉 = |Q|. (3.6)

enquanto a variância assume o valor

var(g) = 0. (3.7)
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As distribuições de probabilidade da condutância quando o sistema apresenta o número

de canais para os caso N = 1, 2, 3, 4, 5 em função do parâmetro topológico |Q| assumem a

forma

N = 1 : P (g) = δ(g − |Q|),

N = 2 : P (g) =

 δ(g − |Q|), se |Q| = 1, 2,

(
√

8g)−1, se |Q| = 1.

N = 3 : P (g) =


δ(g − |Q|), se |Q| = 2, 3,

3
16

√
2(3− g)(

√
g − 1)−

1
2 , se |Q| = 1,

3
8
(
√

2g)θ(2− g), se |Q| = 0.

N = 4 : P (g) =



δ(g − |Q|), se |Q| = 3, 4,

15
128

√
2(4− g)2(g − 2)−

1
2 θ(3− g), se |Q| = 2,

15
32

√
2(3− g)

√
g − 1

1
2 θ(g − 1)θ(3− g)), se |Q| = 1,

45
512
πg2 − 45

128

[√
2(4− g)

√
g − 2 + g2 arctan

√
1
2
(g − 2)

]
θ(g − 2), se |Q| = 0.

N = 5 : P (g) =



δ(g − |Q|), se |Q| = 4, 5,

15
128

√
2(g − 3)(g − 2)−

1
2 , se |Q| = 3,

105
256

√
2(g − 4)2(g − 2)

1
2 , se |Q| = 2,

1575(g−1)2(97−34g+g2)π
262144

θ(g − 1)θ(3− g)

−1557
√

2
262144

(g2 − 34g − 47) +
√

2(g − 1)2(4(5− g)
√
g − 3×

(g2 − 34g + 97)(tan−1(
√

g−3
2

)− sin−1 2
g−1

])), se |Q| = 1,

525
32768

g4πθ(2− g)− 525
16384

(1024− 1280g + 544g2 − 88g3 + g4s

g4)(sin−1 (
√

g−2
g

)− sin−1 (2
g
)), se |Q| = 0.

As médias da condutância se encotram na tabela 3.1 e a variância está disposta na tabela

3.2 ambas em função do parâmetro topológico |Q|.

As distribuições calculadas para o caso N = 5 representa um resultado inédito desta

dissertação.
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〈g〉 |Q| = 0 |Q| = 1 |Q| = 2 |Q| = 3 |Q| = 4 |Q| = 5

N = 1 0 1 - - - -

N = 2 0,236 1 2 - - -

N = 3 0,248 1,400 2 3 - -

N = 4 1,714 1,857 2,286 3 4 -

N = 5 2,222 2,333 2,667 3,222 4 5

Tabela 3.1: Média da condutância em função do parâmetro topológico |Q| para os diferentes

números de canais.

var(g) |Q| = 0 |Q| = 1 |Q| = 2 |Q| = 3 |Q| = 4 |Q| = 5

N = 1 0 0 - - - -

N = 2 0,130 0 0 - - -

N = 3 0,010 0,183 0 0 - -

N = 4 0,261 0,217 0,108 0 0 -

N = 5 0,256 0,231 0,162 0,072 0 0

Tabela 3.2: Variância da condutância em função do parâmetro topológico |Q| para os dife-

rentes números de canais.

3.2 Distribuição de Probabilidade da potência do rúıdo

de disparo

Nesta seção encontramos a distribuição de probabilidade da potência do rúıdo de disparo,

média e variância com números de canais N = 1, 2, 3, 4, 5 variando o parâmetro topológico

|Q|. Os resultados obtidos nesta seção são contribuições inéditas dessa dissertação.
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N = 1 : P (p) = δ(p),

N = 2 : P (p) =


δ(p), se |Q| = 1, 2,

1
4

√
1−
√

1−2p+
√

1+
√

1−2p√
|−1+2p|√p

, se |Q| = 0.

N = 3 : P (p) =


δ(p), se |Q| = 2, 3,

3
16

√
1+
√

1−2p(1+
√

1−2p)+
√

1−
√

1−2p(1−
√

1−2p)√
|−1+2p|√p

, se |Q| = 1,√
18
64

(√
1+
√

1−2p+
√

1−
√

1−2p√
|−1+2p|

)
, se |Q| = 0.

N = 4 : P (p) =


δ(p), se |Q| = 3, 4,

15
64

√
1+
√

1−2p(1−p+
√

1−2p)+
√

1−
√

1−2p(1−p−
√

1−2p)√
|−1+2p|√p

, se |Q| = 2,

15
√

2
32

√
1+
√

1−2p(1−
√

1−2p)+
√

1−
√

1−2p(1+
√

1−2p)√
|−1+2p|

, se |Q| = 1.

N = 5 : P (p) =


δ(p), se |Q| = 4, 5,

− 35
256

(√
1−
√

1−2p[
√

1−2p(2−p)+3p+2]+
√

1+
√

1−2p[
√

1−2p(p−2)+3p+2]
√
p

)
, se|Q| = 3,

15
√

2
128

√
1+
√

1−2p(1−p−
√

1−2p)+
√

1−
√

1−2p(1−p+
√

1−2p)√
|−1+2p|

, se |Q| = 2.

As médias da potência do rúıdo de disparo estão dispostos na tabela 3.3.

〈p〉 |Q| = 0 |Q| = 1 |Q| = 2 |Q| = 3 |Q| = 4 |Q| = 5

N = 1 0 0 - - - -

N = 2 0,267 0 0 - - -

N = 3 0,343 0,228 0 0 - -

N = 4 0,229 0,381 0,190 0 0 -

N = 5 0,289 0,260 0,367 0,162 0 0

Tabela 3.3: Média da potência do rúıdo de disparo em função do parâmetro topológico |Q|

para os diferentes números de canais.

A distribuição da potência do rúıdo de disparo para os casos N = (1, 2, 3, 4, 5) são

contribuições desta dissertação. Para os casos em que obtemos o resultado numérico para

potência do rúıdo de disparo (N = 4/Q = 0) e (N = 5/Q = (0, 1)) não aplicamos a
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A variância da potência do rúıdo de disparo em função do número topológico |Q| está

disposta na tabela 3.4.

var(p) |Q| = 0 |Q| = 1 |Q| = 2 |Q| = 3 |Q| = 4 |Q| = 5

N = 1 0 0 - - - -

N = 2 0,030 0 0 - - -

N = 3 0,030 0,031 0 0 - -

N = 4 0,010 0,015 0,028 0 0 -

N = 5 0,008 0,006 0,016 0,024 0 0

Tabela 3.4: Variância da potência do rúıdo de disparo m função do parâmetro topológico

|Q| para os diferentes números de canais.

propriedade da expansão da função delta de Dirac, pois ela só é útil para caso em que a

variável do argumento da função delta está na forma linear.

3.3 Discussão: Junção normal-supercondutor to-

pológico com simetria quiral

O comportamento da distribuição de probabilidade da condutância em uma junção NS nos

casos N = (2, 3, 4e5) podem ser observadas na figura (3.1). A distribuição de probabilidade

da condutância para junção NS se comporta como condutor normal no caso em que Q = 0,

contundo quando N = Q ou N−1 = Q a junção apresenta uma distribuição de probabilidade

t́ıpica de supercondutor, figura (3.1). Com o aumento do parâmetro topológico que o valor

médio da condutância aumenta e a variância diminui até obter o comportamento de um

supercondutor.

As distribuições de probabilidade para a potência do rúıdo de disparo estão represen-

tadas de forma gráfica na figura (3.2). Para a potência do rúıdo de disparo observamos as

distribuições assumem a forma t́ıpica de um condutor normal para o caso Q = 0. Quando

Q = N ou Q = N − 1 o sistema apresenta ausência da potência do rúıdo de disparo, tendo

a junção NS comportando se como um supercondutor. Com aumento do valor do número
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Figura 3.1: Distribuição da condutância para o caso N = 2, 3, 4, 5 com a cor vermelha para

os casos Q = 0, verde para Q = 1, Azul para Q = 2, laranja para Q = 3, Azul claro para

Q = 4 e rosa para Q = 5.

quântico topológico Q a média da potência do rúıdo de disparo diminui até assumi o valor

zero.
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Figura 3.2: Distribuição da potência do rúıdo de disparo para o caso N = 2, 3, 4e5 com a

cor vermelha para os casos Q = 0, verde para Q = 1, Azul para Q = 2 e laranja para Q = 3.



Caṕıtulo 4

Conclusões e Perspectivas

Nesta dissertação estudamos as distribuições de probabilidades da potência do rúıdo de

disparo numa junção metal normal-supercondutor topológico com simetria quiral, mais espe-

cificamente a classe BDI. Os observáveis de transporte em sistemas topológicos apresentam

correlação com o numero quântico topológico Q.

Beenakker e colaboradores realizaram um estudo da distribuição da condutância numa

junção normal-supercondutora obtendo resultados anaĺıticos [9]. No entanto não foi obser-

vado na literatura nenhum estudo relacionado a potência do rúıdo de disparo, desta forma,

fomos motivados a estudar a estat́ıstica da potência do rúıdo de disparo em função do número

quântico topológico Q para estes tipos de junções.

Nossa abordagem ocorreu via teoria de matrizes aleatórias e reproduzimos as expressões

anaĺıticas para distribuição de probabilidade da condutância para os casos N = 1, 2, 3, 4 e

contribúımos com o caso N = 5. Para potência do rúıdo de disparo obtivemos os casos

N = 1, 2, 3, 4, 5.

Como perspectivas de estudos futuros, podemos analisar as distribuições de probabili-

dade da potência do rúıdo de disparo para as classes D e DIII [5].



Apêndice A

Apendice A

A.1 Expansão da função delta de Dirac

Usando as propriedades da expansão da função delta de Dirac δ(x), iremos transformar

uma distribuição de duas variáveis (x1, x2), em uma única variável (x2), Sendo g = x1 + x2.

Para exemplificamos o uso da propriedade da expansão delta de Dirac a equação (A.19),

tendo uma função probabilidade dada por:

P (g) =

∫ 1

0

∫ 1

0

δ(g − x1 − x2)P (x1, x2)dx1dx2 (A.1)

δ(x− g(x)) =
∑
n

δ(x− xn)

g′(xn)
(A.2)

Onde xn são as ráızes da equação (x − xn). Organizando a parte da integral do delta

de Dirac da equação da distribuição probabilidade, reaparece no formato:

P (g) =

∫ 1

0

∫ 1

0

δ(g − x1 − x2)P (x1, x2)dx1dx2 (A.3)

Simplificamos de maneira que apareça na forma abaixo.

δ(g − x1 − x2) = δ(x1 − (g − x2)) (A.4)

Em seguida redefinimos o intervalo de integração: (0 < g − x2 < 1)×−1 → (0 > x2 − g >

−1) + g → (g > x2 > −1 + g)

P (g) =

∫ 1

0

∫ 1

0

δ(x1 − (g − x2))P (x1, x2)dx1dx2 (A.5)
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P (g) =

∫ g

g−1

P (g − x2, x2)dx2 (A.6)

Encontramos então uma função de uma única variável, tendo vital importância este

método ao longo deste trabalho, tornando nosso problema mais simples, utilizando o proce-

dimento para simplificar o cálculo das funções distribuições acumuladas.

A.2 Teoria da probabilidade

A probabilidade está relacionada a chance de observação de um certo fenômeno, que

denominamos evento, pertencendo ao espaço amostral s representando o conjunto de todos

os posśıveis resultados. Seja um evento xn observado m vezes em n realizações, temos uma

probabilidade P (xi) definida por

P (xn) =
m

n
. (A.7)

O sistema é representado por variáveis estocásticas, existe uma indeterminação no pro-

cesso de medida por conta da aleatoriedade do sistema. A probabilidade de ocorrência de

uma variável estocástica ou variável aleatória é dado pela equação (A.7) obtida através do

experimento associada a uma sequência de observações do resultado da variável x, onde

x ∈ R. Há conceitos probabiĺısticos importantes para a interpretação estat́ıstica que

serão utilizados ao longo deste trabalho, são elas:

• A função distribuição acumulada (f.d.a) [48] que representaremos pela expressão Fx(x),

associa a probabilidade da ocorrência dos posśıveis eventos a um intervalo numa reta

ou em um conjunto de dados.

Fx(x) =

∫ x

−∞
Px(x

′)dx′. (A.8)

• A função densidade probabilidade (f.d.p) relaciona a probabilidade a um ponto na reta

ou ainda a um conjunto de elementos, representado pela expressão Px(x). Que nada é

mais do que a derivada da f.d.a como podemos observa

Px(x) =
dFx(x)

dx
. (A.9)
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A.2.1 Momentos

Os momentos são grandezas estat́ısticas importantes, pois armazenam informações da

distribuição do conjunto das posśıveis configurações do fenômeno estudado. A definição do

momento de n-ésima ordem é dada por

〈xn〉 =

∫ ∞
−∞

dxxnPx(x). (A.10)

Alguns momentos apresentam nomes espećıficos na estat́ıstica. Quando assumimos a

função (A.10) com n = 1, obtemos o primeiro momento da variável estocástica x, denominada

como média 〈x〉. A média nos fornece o evento que apresenta a maior chance de ser observada

em um certo número de repetições num fenômeno aleatório, figura (A.1). A média ou

primeiro momento é dado por

〈x〉 =

∫ ∞
−∞

dxxPx(x). (A.11)

Quando n = 2 na equação (A.10), obtemos o segundo momento que está relacionado

a dispersão de probabilidade, figura (A.1), tendo relação com a largura da distribuição da

variável estocástica x

〈x2〉 =

∫ ∞
−∞

dxx2Px(x). (A.12)

Tendo em posse do primeiro e segundo momentos, equações(A.11) e (A.12), encontramos a

variância

var(x) = 〈x2〉 − 〈x〉2. (A.13)

A variância é a medida de dispersão definida como a média do quadrado dos desvio dos

elementos em relação à média, pode ser observado na equação (A.13).

Podemos também ter sistemas que envolvam múltiplas variáveis estocásticas que preser-

vam as propriedades f.d.a e f.d.p anteriormente mencionadas. Para um melhor entendimento

vamos se restringir ao caso com duas variáveis dada por

P(χ,y)(χ, y) =

∫ x

−∞
dx

∫ y

−∞
dyP(χ,Y )(x, y). (A.14)

Onde a f.d.p satisfaz a relação de normalização∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dyP(χ,Y )(x, y) = 1. (A.15)
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Figura A.1: Representação gráfica da média e variância de uma variável estocástica x.

Podemos reduzir equação (A.14) a distribuição de uma variável, realizando a integral

em todo espaço da variável y, ocasiona uma distribuição apenas em x na forma

Pχ(x) =

∫ ∞
−∞

dyP(χ,Y )(x, y). (A.16)

Os momentos para o caso de multivariável, definidos pela equação (A.10) assume a

forma análoga

〈xnym〉 =

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dyxnymP(χ,Y )(x, y). (A.17)

Nas configurações do sistema em que a variável em função das variáveis estocásticas,

por exemplo Z = G(x, y), sendo Z função de x e y, a distribuição da probabilidade da função

Z assume

PZ(z) =

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dyδ(Z −G(x, y))P(χ,Y )(x, y). (A.18)

A.2.2 Generalização da função delta de Dirac para o cálculo de

funções distribuições de probabilidade

Em geral queremos a distribuição da variável g(x), contudo sabemos a distribuição da

variável aleatória x, como então encontrar a distribuição da grandeza g(x)? Fazemos uso da

função delta de Dirac para executar tal artimanha.

Para construirmos a justificativa para o uso da função delta de Dirac partimos de algo

básico. Dados dois eventos P (A) e P (B) a probabilidade de B condicionada a A é represen-
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tado por

P (B|A) ≡ P (A ∩B)

P (A)
. (A.19)

Esta definição motiva a próxima, que é a densidade de probabilidade de P (y) condicio-

nada a ocorrência de P (x)

P(Y |x)(y) ≡
PX|Y (x, y)

Px(x)
. (A.20)

simplificamos a distribuição para uma única variável, basta calcular a integral em relação

a todas variáveis do sistema exceto a variável que seja interesse a f.d.a seja função, escolhemos

por exemplo em função da variável y

Py(y) =

∫ +∞

−∞
PX|Y (x, y)dx =

∫ +∞

x=−∞
PY |x(y)fx(x)dx. (A.21)

Vamos ao caso em a variável y = g(x) que tem como significado a função de probabili-

dade condicionada, que está escrita em função de x dado por

PY |x(y) = δ(y − g(x)). (A.22)

A equação (A.22) é uma função densidade probabilidade, já que a sua integral em

todo espaço x tem como resultado 1. Vamos então calcular PY (y) que representa a função

densidade probabilidade em função de y assume a forma

PY (y) =

∫ +∞

x=−∞
PY |x(y)PX(x)dx =

∫ +∞

x=−∞
δ(y − g(x))Px(x)dx. (A.23)

De forma geral, sendo w = P (x1, · · · , xi), conhecendo a distribuição conjunta

(x1, · · · , xi), aplicamos uma densidade marginal assim como na equação (A.21), montamos

no formato da equação (A.23), obtemos a generalização como

Pw(w) =

∫ +∞

x1=−∞
· · ·
∫ +∞

xi=−∞
δ(w − f(x1, · · · , xi))PX1,··· ,Xi(x1, · · · , xi)dx1 · · · dxi (A.24)
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Mudança de variáveis

Nossos casos calculados de forma numérica, a expiração para mudanças de variáveis foi en-

contrado da referência [49], para o caso em que N = 2 a potência do rúıdo de disparo de

Wigner-Dyson e o normal-supercondutor, caso em que o número de canais assume M = 2, a

função densidade probabilidade no caso de Wigner-Dyson tem como variável τi que representa

o i-ésimo autovalor da matriz espalhamento, no caso normal supercondutor topológico tem

como o i-ésimo autovalor da matriz reflex?o a variável Ri. No exemplo desenvolvido abaixo

utilizaremos a variável τ , apresentando o caso mais geral. A prinćıpio temos a função den-

sidade probabilidade na forma, tanto para o caso Wigner-Dyson ou Normal-supercondutor

(que basta substituir τi → Ri),

P ′β(τ1, τ2) = Cβ|τ1 − τ2|β(τ1τ2)µ [(1− τ1)(1− τ2)]η (B.1)

Para calcularmos a função que define a distribuição para a potência do rúıdo de disparo

resolvemos a integral que surge a parti da equação (A.24),

P (p) =

∫ 1

0

dτ1

∫ 1

0

dτ2δ(p− τ1(1− τ1)− τ2(1− τ2))P ′β(τ1, τ2), (B.2)

Para solução da integral B.1, realizamos uma primeira mudança de variável, substitúımos

xi = τi(1− τi) com i = 1, 2. Resolvemos a equação abaixo:

−τ 2
i + τi − xi = 0, (B.3)

Encontramos as ráızes em função de τi na forma,

τi =
1 + σi

√
1 + 4xi

2
,
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Onde σ = ±. Nessa transformada obtermos no intervalo 0 ≤ xi ≤ 1
4
.Se faz necessário

calcular a função inversa obtendo,

xi = τi − τ 2
i → τi = xi − x2

i

Figura B.1: Potência do rúıdo de disparo p = τ(1− τ) e a função inversa τ = τ(p). Temos

a regi?es da função inversa apresentada em cores diferentes: τ (+) (azul) e τ (−) (vermelho).

Temos o quadrado com intervalos [0, 1/4] × [0, 1/4] no plano x1x2, no plano τ1τ2 temos o

domı́nio [0, 1]× [0, 1] como ilustra a figura B.2.

Região I:

|τ−1 − τ−2 | =
1

2
|σ−1
√

1− 4x1 + σ−2
√

1− 4x2|

=
1

2
|σ−1 σ−1

√
1− 4x1 + σ−1 σ

−
2

√
1− 4x2|

=
1

2
|
√

1− 4x1 − σ−1 σ−2
√

1− 4x2|

note que σ−1 σ
−
1 = σ+

1 σ
+
1 = 1.

τ−1 τ
−
2 =

1

4
|(1 + σ−1

√
1− 1− 4x1)(1 + σ−2

√
1− 1− 4x2)|

=
1

4
|(1−

√
1− 1− 4x1)(1−

√
1− 1− 4x2)|

Região II:

|τ+
1 − τ−2 | =

1

2
|
√

1− 4x1 − σ+
1 σ
−
2

√
1− 4x2| =

1

2
|
√

1− 4x1 −
√

1− 4x2|
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Figura B.2: Intervalo das variáveis (τ1, τ2) a esquerda, intervalo das variáveis (x1, x2) a

direita.

τ+
1 τ
−
2 =

1

4
|(1 +

√
1− 1− 4x1)(1−

√
1− 1− 4x2)|

Região III:

|τ+
1 − τ+

2 | =
1

2
|
√

1− 4x1 +
√

1− 4x2|

τ+
1 τ

+
2 =

1

4
|(1 +

√
1− 1− 4x1)(1 +

√
1− 1− 4x2)|

Região IV :

|τ−1 − τ+
2 | =

1

2
|
√

1− 4x1 +
√

1− 4x2|

τ−1 τ
−
2 =

1

4
|(1 +

√
1− 1− 4x1)(1 +

√
1− 1− 4x2)|

A jacobiana fica na forma:

Det|J | =

 ∂τ1
∂x1

∂τ1
∂x2

∂τ2
∂x1

∂τ2
∂x2

 =

 1
2

(
1

2
√

1−4x1
×−4

)
0

0 1
2

(
1

2
√

1−4x2
×−4

)


Det|J | = 1√
(1− 4x1)(1− 4x2)

(B.4)
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No geral nossa função distribuição conjunta,

f(σ1,σ2)(x1, x2) =
1

2β+2µ+2η

|
√

1− 4x1 + σ1σ2

√
1− 4x2|β√

(1− 4x1)(1− 4x2)
(1 + σ1

√
1− 1− 4x1)µ

× (1 + σ2

√
1− 1− 4x2)µ(1− σ1

√
1− 1− 4x1)η(1− σ2

√
1− 1− 4x2)η

Em nossas novas variáveis reescrevemos nossa distribuição do rúıdo,

W (p) =

∫ 1
4

0

dx1

∫ 1
4

0

dx2δ(p− x1 − x2)p(−,−)(x1, x2)

+

∫ 1
4

0

dx1

∫ 1
4

0

dx2δ(p− x1 − x2)p(+,+)(x1, x2)

+ 2

∫ 1
4

0

dx1

∫ 1
4

0

dx2δ(p− x1 − x2)p(−,−)(x1, x2)

No último termo da integral apresenta um fator multiplicativo 2 pois a IV e II são seme-

lhantes. Em seguida vamos executar uma segunda mudança de variável,

u = x1 + x2 (B.5)

v = x1 − x2 (B.6)

As mudanças de variáveis representadas nas equações (B.5) e (B.6) geram uma nova relação

nos intervalos de integração que est?o representados na figura(B.3). Onde encontramos as

variáveis antigas em função das novas,

x1 =
u+ v

2

x2 =
u− v

2
(B.7)

A jacobiana fica na forma:

Det|J | =

 ∂x1
∂u

∂x1
∂v

∂x2
∂u

∂x2
∂v

 =

 1
2

1
2

1
2
−1

2

 =
1

2
(B.8)

A função com as novas variáveis,

f(σ1,σ2)(u, v) =
cN

2β+2µ+2η

|
√

1− 2(u+ v)− σ1σ2

√
1− 2(u+ v)|β√

[1− 2(u+ v)][1− 2(u− v)]

(
1 + σ1

√
1− 2(u+ v)

)µ
×

(
1 + σ2

√
1− 2(u+ v)

)µ (
1− σ1

√
1 + 2(u+ v)

)η (
1− σ2

√
1− 2(u+ v)

)η
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Figura B.3: Intervalo das variáveis (x1, x2) a esquerda, intervalo das variáveis (u, v) a direita.

Nossa distribuição conjunta assume,

P (p) =
1

2

∫ ∫
Ω

dudvδ(p− u)f(σ1,σ2)(u, v)

+
1

2

∫ ∫
Ω

dudvδ(p− u)f(σ1,σ2)(u, v)

+

∫ ∫
Ω

dudvδ(p− u)f(σ1,σ2)(u, v)

Temos os novos espaços de integração que são,

curva I:

v = u (B.9)

Curva II:

v = u (B.10)

Curva III:

v =
1

2
+ u (B.11)

Curva IV :

v =
1

2
+ u (B.12)
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Note que as regi?es III e IV , assim como I e II são semelhantes em quest?o do sinal da

equação. Temos a integral na regi?o Ω:∫ ∫
Ω

dudv = 2

∫ 1
4

0

du

∫ v

0

dv + 2

∫ 1
2

1
4

du

∫ 1
2
−u

0

dv, (B.13)

A distribuição da potência do disparo representado,

W (p) = (I1 + I2 + I3) . (B.14)

Observamos as relações,

I1 =

∫ 1
4

0

duδ(p− u)

∫ u

0

dvf(−,−)(u, v) +

∫ 1
2

1
2

duδ(p− u)

∫ 1
2
−u

0

dvf(−,−)(u, v) (B.15)

I2 =

∫ 1
4

0

duδ(p− u)

∫ u

0

dvf(+,+)(u, v) +

∫ 1
2

1
2

duδ(p− u)

∫ 1
2
−u

0

dvf(+,+)(u, v) (B.16)

I3 =

∫ 1
4

0

duδ(p− u)

∫ u

−u
dvf(+,−)(u, v) +

∫ 1
2

1
2

duδ(p− u)

∫ 1
2
−u

u− 1
2

dvf(+,−)(u, v) (B.17)

Simplificando nossa equação (B.14),

W (p) =

∫ 1
4

0

duδ(p− u)

∫ u

0

dvf(−,−)(u, v)

+

∫ 1
4

0

duδ(p− u)

∫ u

0

dvf(+,+)(u, v)

+

∫ 1
4

0

duδ(p− u)

∫ u

−u
dvf(+,−)(u, v)

Para distribuição da potência do rúıdo de disparo no intervalo 0 ≤ p ≤ 1
4
.

W (p) =

∫ 1
2

1
4

duδ(p− u)

∫ 1
2
−u

0

dvf(−,−)(u, v)

+

∫ 1
2

1
4

duδ(p− u)

∫ 1
2
−u

0

dvf(+,+)(u, v)

+

∫ 1
2

1
4

duδ(p− u)

∫ 1
2
−u

u− 1
2

dvf(+,−)(u, v)

Para distribuição da potência do rúıdo de disparo no intervalo 1
4
≤ p ≤ 1

2
redefinimos o

intervalo de integração p→ 1
2
− p.
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simetria quiral. Master’s thesis, Universidade Federal de Pernambuco, Recife, PE-

Brazil, 2001.

[34] L. L. Sohn and L. P. Kouwenhoven. Mesoscopic Electron Transport (Nato Science Series

E:). Springer, 1997.

[35] M. L. Mehta. Random matrices, volume 142, third edition (pure and applied mathema-

tics). Academic Press, 2004.

[36] P. J. Forrester. Log-gases and random matrices (lms-34) (London mathematical society

monographs). Princeton University Press, 2010.

[37] T. Timberlake. Random numbers and random matrices: Quantum chaos meets number

theory. American Journal of Physics, 74(6):547–553, 2006.

[38] A. Altland and M. R. Zirnbauer. Nonstandard symmetry classes in mesoscopic normal-

superconducting hybrid structures. Phys. Rev. B, 55:1142–1161, Jan 1997.

[39] F. J. Dyson. Statistical theory of the energy levels of complex systems. i. Journal of

Mathematical Physics, 3(1):140–156, 1962.

[40] E. P. Wigner. Characteristics vectors of bordered matrices with infinite dimensions I.

Annals of Mathematics, 1957.

[41] J. Verbaarschot. Spectrum of the qcd dirac operator and chiral random matrix theory.

Phys. Rev. Lett., 72:2531–2533, Apr 1994.

[42] O. Bohigas, M. J. Giannoni, and C. Schmit. Characterization of chaotic quantum

spectra and universality of level fluctuation laws. Phys. Rev. Lett., 52:1–4, Jan 1984.

[43] E. M. A. Alves. Fator fano de uma junção normal-supercondutor com simetria chiral.

Master’s thesis, Universidade Federal Rural de Pernambuco, Recife, PE-Brazil, 2017.



Referências Bibliográficas 50
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