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Resumo

A abordagem de Teoria de Matrizes Aleatórias (TMA) tem sido bastante frutífera na investigação

estatística do transporte quântico em cavidades mesoscópicas caóticas, tendo levado a várias

previsões intrigantes ao longo dos anos. A aplicação da técnica da TMA a fenômenos de

transporte quântico consiste em modelar uma cavidade mesoscópica como uma região de

espalhamento quântico caótica acoplada a guias que a conectam a reservatórios de elétrons.

Neste trabalho, usamos Kwant, um pacote baseado na linguagem de programação Python, de

código aberto, para investigar como as estatísticas das propriedades de transporte, em particular,

da condutância de Landauer e da potência do ruído de disparo, de um ponto quântico conectado

a dois guias mudam quando a simetria de reversão temporal é gradualmente quebrada por

um campo magnético externo. Investigamos essas estatísticas de transporte em cavidades

mesoscóspicas caóticas conectadas a guias ideais e também em cavidadades caóticas conectadas

a um guia não ideal e um ideal. Geramos um conjunto de matrizes de espalhamento através do

Kwant, com o número desejado de canais abertos nos guias conectados à cavidade, e calculamos

as distribuições da condutância e da potência do ruído de disparo. Observamos que os resultados

obtidos a partir de simulações via Metodo Tight-Binding (que é usado no Kwant), realizadas

sem ou com campo magnético, estão em concordância com as previsões da TMA para as classes

de simetria do ensemble circular de Dyson estudadas neste trabalho.

Palavras-chave: Cavidades mesoscópicas caóticas. Transporte eletrônico. Guias não ideais.

Kwant. Teoria de Matrizes Aleatórias.



Abstract

The random matrix theory (RMT) approach has been quite fruitful in the statistical investigation

of quantum transport in chaotic mesoscopic cavities, and has led to several intriguing theoretical

predictions over the years. The application of the RMT approach consists of modeling the

mesoscopic cavity as a chaotic quantum scattering region coupled to leads that connect this

region to electron reservoirs. In this work, we use Kwant, an open source Python based package,

to investigate how the statistics of transport properties, in particular the Landauer conductance

and the shotnoise power, of a quantum dot connected to two leads change when the time-reversal

symmetry is gradually broken by an external magnetic field. We investigate these transport

statistics in chaotic mesoscopic cavities connected to ideal leads, and also in chaotic cavities

connected to one non-ideal and one ideal lead. We use Kwant to generate a set scattering matrices

with the desired number of open channels in the leads connected to the cavity and compute

the conductance and shotnoise power distributions. We observed that the results obtained from

simulations based on the Tight-Binding Method (which is used in Kwant), carried out with or

without a magnetic field, are in good agreement with the RMT predictions for the symmetry

classes of the Dyson circular ensemble studied in this work.

Keywords: Chaotic mesoscopic cavities. Electronic transport. Nonideal Leads. Kwant. Random

matrix theory.
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Capítulo 1

Introdução

Fenômenos de transporte quântico em cavidades mesoscópicas caóticas têm sido estuda-

dos extensivamente por meio da abordagem da Teoria de Matrizes Aleatórias (TMA) nas últimas

três décadas [1, 2, 3]. Na presença de colisões elásticas em tais cavidades, a baixas temperaturas

e tensões, a coerência da função de onda eletrônica é mantida e os observáveis de transporte

mostram universalidade estatística, que é um dos principais aspectos que levam à aplicabilidade

da TMA. Com a disponibilidade de técnicas experimentais sofisticadas, agora é possível fabricar

dispositivos quânticos onde as previsões teóricas relativas aos observáveis de transporte de carga,

incluindo as da TMA, podem ser efetivamente testadas. Neste trabalho, usamos Kwant [4], um

pacote baseado na linguagem de programação Python, de código aberto, para investigar como as

estatísticas das propriedades de transporte de um ponto quântico conectado a dois guias mudam

quando a simetria de reversão temporal é gradualmente quebrada por um campo magnético.

Além disso, também estudamos como essas estatísticas se comportam quando ao menos um dos

guias ideais é substituído por um guia não ideal (contendo uma barreira de tunelamento). Essas

são as nossas principais motivações para a realização do presente trabalho.

O transporte através de pontos quânticos é modelado considerando uma cavidade

caótica conectada a guias que, por sua vez, são acoplados a reservatórios de elétrons. O

mecanismo base de transporte através da cavidade é o de espalhamento. Devido à dependência

complicada — no sentido de que não é fácil de estudar analiticamente — nos parâmetros iniciais

das partículas incidentes (como energia e momento), no potencial espalhador e na geometria

da cavidade, o espalhamento é, em geral, de natureza caótica [5]. Logo, é útil modelar a matriz

de espalhamento S como uma matriz aleatória unitária (a unitariedade é um requisito necessáro

devido à conservação da carga, conforme será discutido no Capítulo 2). A ideia central da TMA
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é modelar o operador relevante de um sistema físico como uma matriz aleatória. Existem duas

abordagens para descrever a TMA do transporte em cavidade cáotica: o do Hamiltoniano (H) e

o da Matriz de espalhamento (S). Na abordagem Hamiltoniana [6], modela-se o hamiltoniano da

cavidade mesoscópica caótica como uma matriz aleatória pertencente ao ensemble gaussiano e

a matriz de espalhamento é derivada do hamiltoniano como uma função da energia de Fermi.

Por outro lado, na abordagem da Matriz de espalhamento [7], modela-se diretamente a matriz S

fazendo uso do ensemble circular. Nessas duas abordagens, o hamiltoniano H (ou a matriz S),

associado à região de espalhamento, é retirado de um ensemble adequado de matrizes aleatórias

[1, 2]. As simetrias relevantes do sistema — a presença ou ausência de simetrias fundamentais

(como invariância sob reversão temporal e rotação de spin, por exemplo) — ditam a dinâmica e

colocam restrições na forma da matriz S, que por sua vez afetam as estatísticas dos observáveis

do sistema [1, 2].

Como as propriedades de transporte são, na maioria das vezes, estatísticas lineares de

autovalores de transmissão, pode-se calcular suas estatísticas usando a densidade de probabilidade

conjunta de autovalores de transmissão. A condutância média e a potência do ruído de disparo

são conhecidos exatamente para β = 1, 2 [8]. Da mesma forma, a distribuição de probabilidade

da condutância é conhecida exatamente quando o número de canais é pequeno [9]. Deve-se notar

que enquanto a distribuição tende a se tornar altamente gaussiana à medida que o número de

canais aumenta, é de interesse mais prático olhar para um número menor de canais porque as

distribuições são não triviais (ou seja, diferentes de gaussianas).

A aplicação de um campo magnético quebra a simetria de reversão temporal do sistema.

Dessa forma, para sistemas abertos, à medida que a simetria é quebrada gradualmente, a matriz

de espalhamento que descreve a região caótica sofre uma transição de uma classe de simetria

do ensemble ortogonal (EO) para outra classe, agora, o ensemble unitário (EU). Portanto, é

interessante, não apenas do ponto de vista teórico, investigar essa transição e isso feito com

sucesso por Pandey e Mehta [10] para o problema de transporte em sistemas desordenados. Esses

resultados também foram testados experimentalmente e verificados numericamente. Um estudo

teórico do crossover em bilhares quânticos foi feito por Berry e Robnik [11] e uma descrição

numérica foi dada por Yan e Harris [12]. A estatística das propriedades de transporte do crossover

foram estudadas por Kumar e Pandey [8] e eles deduziram a condutância média e a potência do

ruído de disparo para o crossover. Eles também obtiveram a distribuição de probabilidade da

condutância quando um dos guias contém exatamente um canal [9]. Recentemente, em 2020,
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Kumar e Rohit [13] estudaram as distribuições da condutância e potência do ruído de disparo

envolvendo essa transição em cavidades com guias ideais. E agora, em 2022, Kumar e Dheer

[14], investigaram os mesmos observáveis físicos em cavidades mesoscópicas caóticas contendo

um guia não ideal e outro ideal usando simulações númericas de Monte Carlo.

Sendo assim, nosso trabalho consiste em estudar essas transições em cavidades me-

soscópicas caóticas conectadas a guias ideais usando Kwant, e assim, reafirmar os resultados

produzidos por Kumar e Rohit, os quais já são conhecidos e bem aceitos na literatura. Além

disso, vamos promover uma extensão ao trabalho de Kumar e Dheer, agora, usando o método

Tight-Binding (TB) para avaliar essas transições através de simulações numéricas com Kwant,

algo até então, não conhecido na literatura existente.

1.1 Breve introdução sobre os Capítulos

Neste capítulo introdutório foi apresentada uma breve motivação a respeito do estudo

de transporte eletrônico e TMA.

No capítulo 2 desta dissertação, iremos mostrar um breve resumo acerca do tema e

como os comprimentos característicos são importantes para sistemas de nanoestruturas. Também

apresentaremos o conceito de ponto quântico e sua relação com a quantização da condutância.

Ainda no mesmo capítulo, veremos como a teoria de Landauer-Büttikker sobre transporte de

cargas e spin se conecta com a TMA e ambas descrevem o transporte eletrônico através da matriz

de espalhamento.

No capítulo 3, será apresentado o modelo TB, que é utilizado no Kwant. Também

abordaremos as estatísticas das propriedades de transporte eletrônico para um ponto quântico

com guias ideais. No mesmo capítulo, é apresentado Kwant que é a ferramenta computacional

que usamos para testar os resultados da TMA e, por fim, mostramos os resultados Kwant e as

previsões da TMA para cavidades mesoscópicas cáticas com guias ideais.

No capítulo 4, o transporte eletrônico em cavidades mesoscópicas caóticas conectadas a

um guia não ideal e um ideal, é estudado. Iremos calcular as propriedades de transportes através

do Kwant e compará-las com as previsões da TMA.

Finalizando a dissertação, no capítulo 5, apresentaremos as conclusões deste trabalho e

perspectivas de trabalhos futuros.



Capítulo 2

Revisão de Transporte Quântico e Teoria

de Matrizes Aleatórias

Neste capítulo, faremos uma breve revisão sobre os fenômenos de transporte eletrônico

e apresentaremos os conceitos básicos da Teoria de Matrizes Aleatórias (TMA). Tomaremos por

base as referencias [15, 16].

2.1 Física Mesoscópica

O campo da Física mesoscópica surgiu a partir da década de 1980, com experimentos

eletrônicos em dispositivos bem pequenos [15]. Ela pode ser entendida como o ramo da Física

que estuda sistemas que estão na interface entre o quântico e o clássico, ou seja, ela se encontra

no meio dos dois regimes. Uma das formas de caracterizar a Física mesoscopica é atraves do

tamanho característico do objeto a ser estudado. O comprimento característico de tal objeto

deve estar entre o mundo microscópico e o macroscópico. Essa escala intermediária pode ser

descrita como o tamanho de uma quantidade de átomos que, juntos, têm dimensão da ordem de

102 nm a 103 nm, que correspondem, ao tamanho aproximado de um vírus e de uma bactéria,

respectivamente [16]. É importante lembrar que no regime mesoscópico, determinados efeitos e

propriedades quânticas como tunelamento, interferência e príncipio de exclusão, por exemplo,

ainda se fazem presentes.
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2.1.1 Comprimentos característicos

Nesta seção vamos discutir uns dos conceitos mais importantes na física mesoscópica,

que são as escalas de comprimento para a caracterização do transporte eletrônico. Dentre elas,

temos:

1) Comprimento de onda de Fermi (λF): em um reservatório, nem todos os elétrons

têm a mesma energia, ou são responsáveis por gerar corrente elétrica. Os elétrons responsa-

veis pelo transporte eletrônico são aqueles que estão próximos à energia de Fermi (εF), e o

comprimento de onda de Fermi (λF) referente a esta energia é dado por

λF =
2π

κF
=

h√
2mεF

(2.1)

onde κF é o numero de onda associado à energia de Fermi, m é a massa do elétron e h é a

constante de Planck. Além do comprimento de onda de Fermi, podemos definir a velocidade de

Fermi como

vF =
h̄κF

m
(2.2)

2) Livre Caminho médio (ℓm): é o caminho que um elétron percorre antes de sofrer

um espalhamento elástico, alterando o seu momento inicial (p⃗0). Ao mudar o seu momento

inicial, ele altera apenas a direção ou sentido do momento e preserva seu módulo, de modo que o

momento após a colisão é

p⃗ =−p⃗0. (2.3)

Podemos, portanto, definir o livre caminho medio (ℓm) da seguinte forma

ℓm = vFτm (2.4)

onde vF é a velocidade de Fermi e τm é o tempo médio entre sucessivas colisões do elétron,

também chamado de tempo de relaxação do momento do elétron, o qual está associado ao tempo

de colisão τc da seguinte forma

τm =
τc

αm
(2.5)

onde o fator αm determina a “eficácia” de uma colisão individual.

3) Comprimento de coerência de fase (ℓφ ) : o comprimento de coerência de fase ( ℓφ )
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é definido como a distância média que os elétrons viajam antes de perderem a informação da fase

de sua função de onda, ou seja, antes que sua fase inicial seja destruída ou modificada. Assim

como o momento de uma partícula pode ser mudado por processos de espalhamento, a fase de

uma onda pode mudar por meio de interações com campos ou partículas. A coerência é uma

medida da correlação entre as fases medidas em diferentes pontos de uma onda e, portanto, o

comprimento de coerência de fase pode ser escrito como

ℓφ =
√

Dτφ (2.6)

em que D = v2
Fτm/2 é chamado de coeficiente de difusão, e τφ é o tempo de relaxação de fase

que relaciona o tempo máximo que o elétron percorre sem que sua fase inical seja destruida ou

modificada [15].

4) Comprimento de localização (ξ ): o comprimento de localização relaciona-se com

o alcance da função de onda do elétron. A função de onda se estende ao longo de toda a amostra

se a amostra for um bom condutor (metal, por exemplo). Por outro lado, caso a amostra seja um

mau condutor (um isolante), a função de onda fica localizada, decaindo exponecialmente a partir

desse ponto, de tal forma que só poderemos encontrar o elétron numa região confinada, região

esta chamada de centro de localização.

2.1.2 Regime de Transporte

Os regimes de transporte podem ser diferenciados por meio da relação entre o compri-

mento da amostra (L) e os comprimentos característicos. Por meio dessa identificação, podemos

identificar como os elétrons são deslocados através de um sistema. De acordo com o comprimento

(L) característico do condutor em questão, existem três tipos de regimes de transporte: regime

balístico, regime difusivo e regime localizado, conforme Figura 2.1. A seguir descreveremos

cada um deles

• Regime Balístico (L < ℓm): Se o comprimento L estiver entre o comprimento de onda

de Fermi (λF ) e o livre caminho médio (ℓm), dizemos que o regime em que o transporte

eletrônico acontece é balístico. O elétron quase não sofre colisão ao atravessar o dispositivo.

Um exemplo é o transporte eletrônico que ocorre num ponto quântico. Na figura 2.2(a),

ilustramos graficamente o transporte balístico de uma partícula.
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Figura 2.1: Escala de comprimentos característicos para transporte coerente a baixas temperatu-
ras.

Fonte: Ref. [17].

• Regime difusivo (ℓm ⩽ L < ξ ): Se o comprimento L estiver entre livre caminho médio

(ℓm) e o comprimento de localização ξ (ℓm ⩽ L < ξ ) , dizemos que o regime em que

o transporte eletrônico ocorre é um regime difusivo. O elétron sofre inúmeras colisões

elásticas, mas não perde a coerência. Isso é característico de fios quânticos desordenados.

A figura 2.2(b) mostra graficamente como seria o transporte difusivo de uma partícula.

• Regime localizado (ξ ⩽ L < ℓφ ): Se o comprimento L estiver entre o comprimento de

localização ξ e o comprimento de coerência de fase ℓφ (ξ ⩽ L < ℓφ ) , dizemos que o

regime é localizado. Nesse regime, as funções de onda eletrônicas ficam localizadas e o

elétron apresenta uma probabilidade menor de percorrer toda a amostra, de modo que o

dispositivo se comporta como um isolante.

Figura 2.2: Representação do transporte balístico e difusivo

Fonte: Adaptada da Ref. [17].
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2.2 Ponto de Contato Quântico

O sistema mesoscópico mais simples é o ponto de contato quântico, o qual está ilustrado

na figura 2.3. Ele consiste de uma constrição de largura L e abertura de tamanho W, a qual

divide duas regiões condutoras onde o transporte é praticamente balístico: L ⩽ ℓm. Podemos

estudar o ponto de contato quântico por uma modelagem análoga a guias de onda bidimensional,

que representa a constrição, conectada a dois reservatórios de elétrons, os quais representam os

contatos [18], como visto na figura 2.4. Entende-se por reservatório um elemento macroscópico

em equilíbrio termodinâmico conectado ao sistema mesoscópico que envia e/ou recebe particulas

[19].

Figura 2.3: Ponto de contato quântico. O cinza claro representa um gás de elétrons bidimencional.
O cinza escuro é a constrição impenetrável de largura L e abertura de tamanho W. Os sinais − e
+ representam a voltagem aplicada para que ocorra o transporte dos elétrons da esquerda para a
direita.

Fonte: Ref. [19].

Figura 2.4: Modelo de ponto de contato quântico com guia de ondas conectado a dois reservató-
rios de elétrons, carcterizados por seus respectivos potenciais eletroquímicos, µ1 e µ2.

Fonte: Adaptado da Ref. [20]
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Através do estudo clássico, é bem conhecido que, para um condutor ideal de compri-

mento L e largura W feito de um material de condutividade σ , a lei de Ohm

G =
1
R
=

σW
L

, (2.7)

prevê que a resistência R se aproximará de zero (e, consequentemente, a condutância G aumentará

infinitamente) à medida que o comprimento L for reduzido a zero. Porém, se o sistema tiver

alguma de suas dimensões reduzidas à ordem do livre caminho médio (ℓm), o espalhamento dos

elétrons torna-se inevitável, o que contribui para manter a condutância finita. Se considerarmos

que não existem interações entre os elétrons, podemos tratar a região condutora como um gás de

elétrons bidimensional. Dessa forma, com a temperatura absoluta nula e sem reflexão no guia

de ondas, os elétrons terão energia no intervalo µ1 < E < µ2, onde µi corresponde ao potencial

químico do reservatório i, sendo igual à energia de Fermi do respectivo reservatório para T = 0

[15].

No equilíbrio, os estados disponíveis no condutor são preenchidos de acordo com a

distribuição de Fermi-Dirac:

f0(E) =
1

1+ exp [(E −µ)/kBT ]
(2.8)

Para baixas temperaturas, aproximamos a distribuição por seu valor à temperatura nula:

f0(E) = Θ(µ −E) =


0, se µ < E

1, se µ > E

(2.9)

onde Θ é a função unitária de Heaviside.

Para o ponto quântico da figura 2.4, iremos adotar as coordenadas x e y nas direções

horizontal e vertical, respectivamente, de modo que os elétrons podem percorrer livremente o

guia na direção x̂ com contínuos niveis de energia (Lx ≫ λF ), enquanto que na direção ŷ, eles

estão confinados, apresentando níveis quantizados de energia ou sub-bandas (para um sistema

cuja energia é continua em função de uma variável e quantizada em função de outra, possuindo

estados quantizados na fixação da primeira variável, os níveis quantizados são chamados de

sub-bandas). Então, devido às condições de contorno, um elétron neste sistema apresenta a
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função de onda:

Ψ(x,y) = φ(y)eikxx, (2.10)

a qual fornece os respectivos valores de energia:

En(kx) = En +
h̄2k2

x
2m

, (2.11)

onde φ é uma função periódica, kx é a componente do vetor de onda na direção x̂ e En representa

o subnível de energia que correspondem à n-ésima sub-banda na direção ŷ.

Na figura 2.5, são mostrados os niveis de energia das sub-bandas em função de kx.

Assumimos, então, que o elétron não pode ser transmitido através de um certo canal se sua

energia for menor que a energia da sub-banda referente a esse canal. Os canais para os quais a

energia é maior que a energia do elétron mais energético são ditos proibidos ou fechados. (Note

que, por simplicidade, estamos desconsiderando a probabilidade de tunelamento, uma vez que

tal probabilidade é muito pequena). Por outro lado, chamamos de canais abertos aqueles que

possuem energias menores ou iguais à do elétron mais energético incidente.

Figura 2.5: Gráfico de En em função de kx, conforme eq. (2.4). Quando T = 0, o potencial
quimico µi do reservatório i é igual à sua energia de Fermi EF que corresponde à energia do
elétron mais energético do reservatório. As linhas tracejadas representam as energias dos canais
fechados. O gráfico ilustra o caso em que há três canais abertos.

Fonte: Ref.[20].

Esses elétrons possuem densidade de estados dada por ρ(E), tal que

ρ(E)dE =
Número de estados entre E e E +dE

Comprimento total
= u(kx)dkx, (2.12)
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em que o comprimento total é Lx e o intervalo de energia entre E e E + dE compreende os

numeros de onda entre kx e kx + dkx. O número de estados atrelados a uma variação dkx

do número de onda é obtido dividindo-se este comprimento no espaço kx pelo comprimento

∆kx = 2π/Lx que cada estado ocupa:

u(kx)dkx =
s

Lx

dkx
2π

Lx

=
1
π

dkx, (2.13)

em que s = 2 é o fator de degenerescência do spin. Como E = h̄2k2
x/2m, temos

dkx =

√
2m
h̄2

dE
2
√

E
=

dE
2

2m
h̄2 kx

=

(
∂E
∂kx

)−1

dE, (2.14)

de modo que substituindo a equação acima nas Eqs.(2.12) e (2.13), obtemos a densidade de

estados eletrônicos:

ρ =
1
π

(
∂E
∂kx

)−1

. (2.15)

Além disso, convém salientar que para os contatos balísticos mostrados na figura 2.4,

os estados positivos de kx, que denotaremos por +kx, são ocupados apenas por elétrons advindos

do reservatório 1, de modo que sua energia máxima seja a do potencial químico do reservatório

1 (µ1), enquanto os estados −kx são ocupados apenas por elétrons do reservatório 2 até que a

energia máxima seja o potencial químico do reservatório 2 (µ2).

Sabemos que um gás de elétrons uniforme com n elétrons por unidade de comprimento

movendo-se a uma velocidade v transporta uma corrente igual a env. Sendo assim, através

da distribuição de Fermi-Dirac (2.9) e da densidade de estados (2.15), podemos calcular a

contribuição da n-ésima sub-banda na corrente advinda do reservatório 1 transportada pelos

estados +kx, da seguinte forma:

I+n = e
∫

∞

En

v(E)ρ(E) f0(E) dE = e
∫

µ1

En

1
h̄

∂E
∂k

1
π

(
∂E
∂k

)−1

dE =
2e
h
(µ1 −En). (2.16)

Analogamente, a contribuição da n-ésima sub-banda na corrente advinda do reservatório

2, com estados −kx, será:

I−n = e
∫

∞

En

v(E)ρ(E) f0(E) dE = e
∫

µ2

En

1
h̄

∂E
∂k

1
π

(
∂E
∂k

)−1

dE =
2e
h
(µ2 −En). (2.17)



2. REVISÃO DE TRANSPORTE QUÂNTICO E TEORIA DE MATRIZES ALEATÓRIAS 12

A corrente resultante vem do somatório de todas as diferentes contribuições sobre todos

os N canais abertos. Logo,

I =
N

∑
n=1

2e
h
(µ1 −µ2) = N

2e
h
(µ1 −µ2). (2.18)

Como µ = eV , em que V é a diferença de potencial entre os reservatórios, a equação anterior

pode ser reescrita na forma:

I = N
2e2

h
(V1 −V2). (2.19)

Agora podemos obter a condutância de um condutor balístico:

G =
2e2

h
N = G0N, (2.20)

onde G0 = 2e2/h ≈ 7.7480917×10−5Ω−1 é o quantum de condutância e N o número inteiro

de canais abertos que está relacionado com a largura W na forma

N = int
(

kFW
π

)
. (2.21)

Com isso, percebemos que a condutancia I/V do sistema é quantizada em termos de G0, como é

mostrado na figura 2.6. O efeito da quantização da condutância foi primeiramente observado em

heteroestruturas semicondutoras de GaAs e Al-GaAs nas referências [18, 21].

Figura 2.6: Condutância em função da voltagem de gate em um contato quântico a 0,6 K
(GaAs/AlGaAs). Quantização da condutância em um condutor balístico.

Fonte: Ref. [18].
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2.3 Teoria de Landauer-Büttiker

Nesta seção, vamos discutir a teoria de Landauer-Büttiker, a qual fornece uma explicação

para a quantização da condutância vista no final da seção anterior. Para isso, seguiremos a

referência [15]. No modelo em questão, o transporte eletrônico é balístico, assim, para um

transporte desse tipo se faz necessário realizar três considerações de suma importância. São elas:

i. o contato entre o terminal e o guia é ideal, então não existem reflexões entre os terminais e

o contato, de modo que todas as partículas que saem do terminal entram no guia e seguem

para o centro espalhador;

ii. o condutor é balístico, portanto, não existem reflexões dentro do próprio condutor;

iii. o transporte ocorre a baixas temperaturas, logo, todos os elétrons responsáveis pela corrente

se encontram no chamado nível de Fermi.

Antes de realizarmos a dedução da fórmula de Landauer, faremos uma breve análise

da figura 2.7 que ilustra o caso de um condutor conectado idealmente a dois terminais com

potenciais eletroquímicos distintos µ1 e µ2 (com µ1> µ2). Devido à diferença de potencial

∆µ = µ1 − µ2 entre eles, surgirá uma corrente elétrica do terminal 1 (T.1) para o terminal 2

(T.2). Sendo assim, parte da corrente que sai do T.1 para o T.2, rotulada por I+1 , ao encontrar um

condutor, é transmitida para T.2, na forma I+2 , e a outra parcela dessa corrente é refletida para o

T.1, chamada I−1 . Em caso de condutores ideais, temos I−1 = 0, contudo, sempre existirá uma

probabilidade de transmissão T e uma probabilidade de reflexão R dos elétrons ao passar através

de um condutor.

Podemos declarar, portanto, que a corrente que passa em cada terminal pode ser expressa

por (veja Eq. (2.19))

I = G∆V, (2.22)

onde pode-se escrever G em função do numero de modos transversais (N) e da probabilidade de

transmissão (T ) ou reflexão (R = 1−T ) do elétron ao encontrar um condutor. Dessa forma, a

equação da condutância pode ser escrita em função dos modos transversais e da probabilidade

de transmissão na forma

G =
2e2

h
NT, (2.23)
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Figura 2.7: A figura mostra um condutor mesoscópico ligado idealmente a dois terminais, que
têm dimensões maiores que o condutor. Uma vez que o condutor é submetico a uma diferença
de potencial químico as cargas saem do terminal 1 e, ao encontrar o condutor, parte das cargas
são transmitidas para o terminal 2 e partes são refletidas para o T.1.

Fonte: Ref. [22].

e, sabendo que o transporte eletrônico está no nivel de Fermi, então, λF <W , logo N é dado por

N = int
(

2W
λF

)
. (2.24)

Usando a relação entre potencial químico e tensão, µi = eVi, o fluxo líquido de corrente

saindo do T.1 em direção ao T.2 pode ser escrito, utilizando as Eqs. (2.22) e (2.23), em função

de µ do seguinte modo

I+1 =
2e
h

N∆µ, (2.25)

em que T = 1 pois não existem reflexões entre os terminais e o guia, e ∆V = ∆µ/e. Consi-

derando o fator de transmissão (T ), podemos dizer que a corrente que flui para o guia 2 é um

percentual da corrente injetada no guia 1 e pode ser escrita como

I+2 =
2e
h

NT∆µ, (2.26)

sendo, portanto, o percentual da corrente refletida no guia 1 dado por

I−1 =
2e
h

N(1−T )∆µ. (2.27)

Podemos interpretar o termo (1−T ) na equação como a probabilidade de o elétron ser
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refletido ao passar pelo condutor, uma vez que ao somar todas as probabilidades de ocorrer um

evento, o resultado é 1. Dessa forma, como só existe a probabilidade T do elétron atravessar o

condutor e a probabilidade dele ser refletido R, então, T +R = 1, o que resulta na relação entre

R e T como sendo R = 1−T [22].

A corrente líquida I que passa pelo condutor é a diferença entre o fluxo incidente no

guia 1 (ver Eq. (2.25)), e o fluxo refletido pelo condutor de volta para o guia 1 (ver Eq. (2.27)),

que é igual ao fluxo transmitido através do condutor (ver Eq. (2.26)), ou seja,

I = I+1 − I−1 = I+2 =
2e
h

NT∆µ. (2.28)

Ela depende exclusivamente da diferença de potencial químico (∆µ) entre os terminais aos quais

está conectado o condutor, da probabilidade de transmissão (T ) e do número total de canais (N)

que encontram-se abertos no guia.

A condutância do sistema é obtida dividindo-se a corrente que flui do guia 1 para o guia

2 (2.26), pela tensão aplicada (∆V =∆µ/e), o que resulta em

G =
Ie

µ1 −µ2
=

2e2

h
NT. (2.29)

Nesta equação o fator 2e2/h é o chamado quantum de condutância. O que reflete o caráter

quântico da mesma uma vez que, sendo N o número discreto de canais, ela pode ser expressa

como um múltiplo desse fator de caráter quântico, conforme dito na seção anterior.

A equação (2.29) é conhecida como Fórmula de Landauer para múltiplos canais [15, 23]

e relaciona a probabilidade de transmissão com a condutância para estruturas mesoscópicas. Ela

também é escrita em termos dos autovalores de transmissão, conforme veremos ao longo desse

trabalho.

2.4 Teoria do Espalhamento

O espalhamento de ondas é um tema que vem sendo estudado em várias áreas da física,

desde sistemas complexos até sistemas de uma única partícula, o qual apresenta resultados exatos

diferente dos sistemas complexos [24]. O espalhamento no transporte de elétrons é um tema

bastante estudado ao longo dos anos, idealizado em guias de onda que ilustram os conceitos de

transporte quântico, modelando experimentos concretos [16].
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A amostra, ou cavidade espalhadadora pode ser conectada aos guias de onda que, por sua

vez, são acoplados aos reservatórios. Rolf Landauer observou a conexão entre a probabilidade de

transmissão eletrônica através da amostra e o problema do espalhamento [25]. Nessa abordagem,

as propriedades do transporte podem ser obtidas da matriz de espalhamento (matriz S) do sistema.

Na teoria do espalhamento, como veremos na seção a seguir, o centro espalhador é descrito por

uma matriz S que contem toda a informação para a teoria do transporte de Landauer-Büttiker

[26, 27].

2.4.1 Matriz de espalhamento

Nesta subseção, mostraremos que as amplitudes de transmissão e reflexão são elementos

de uma matriz, chamada de matriz de espalhamento do sistema. Novamente, seguiremos a

referencia [15].

O transporte eletrônico através de condutores pode ser caracterizado pela matriz de

espalhamento (ou matriz S) do sistema. Ela relaciona as amplitudes das ondas que entram

no condutor com as amplitudes das ondas que saem dele [15, 28]. Vamos iniciar com um

exemplo físico de um transporte eletrônico igual ao que fizemos na seção anterior, contudo,

faremos nossa análise tendo em vista que a matriz S é a responsável por conectar as correntes de

entrada e saída na cavidade. Para isso, consideramos na figura 2.8 um condutor conectado a dois

terminais contendo três canais de propagação de onda. As amplitudes das ondas incidentes são

representadas por {ai}, em que a está relacionado a amplitude de entrada, e i representa em que

canal a onda está se propagando. Assim, como temos três canais de propagação teremos, a1, a2

e a3, e as amplitudes das ondas que saem do condutor são representas por {bi}, de modo que b1,

b2 e b3 representam as amplitudes das ondas de saída do condutor [17, 22].

Para a representação ilustrada na figura 2.8, podemos relacionar as amplitudes das ondas

de saída com as amplitudes das ondas incidentes como


b1

b2

b3


=


s11 s12 s13

s21 s22 s23

s31 s32 s33




a1

a2

a3


, (2.30)

em que si j são números que representam o espalhamento das ondas na cavidade.
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Figura 2.8: Um condutor é ligado por contatos ideais a dois terminais, e existem 3 canais de
propagação, {ai} e {bi} representam as amplitudes das ondas incidentes e as amplitudes das
ondas que saem, respectivamente, do condutor. A matriz de espalhamento S desse sistema é do
tipo 3×3.

Fonte: Ref. [22].

Podemos generalizar a relação acima para o número total de N canais de propagação

em todos os guias, da seguinte forma[
b

]
=

[
S

]
N×N

[
a

]
(2.31)

em que b é o vetor associado às amplitudes das ondas que saem da condutor e a é o vetor

associado às amplitudes das ondas que entram na cavidade a partir de todos os canais abertos em

todos os guias. Além disso, perceba que a Matriz S é quadrada do tipo N ×N.

A probabilidade de transmissão Tnm é obtida tomando o quadrado da magnitude do

elemento correspondente da matriz S

Tnm = |snm|2 , (2.32)

que é a probabilidade do elétron passar de um canal m para um canal n.

Para encontrar a função de transmissão T pq de um guia q para um guia p, temos que

obter a soma das probabilidades de transmissão de todos os canais m no guia q para todos os

canais n no guia p:

T pq = ∑
m∈q

∑
n∈p

Tnm . (2.33)
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Também podemos definir a função de reflexão Rqq em um guia q como sendo a função

de transmissão do guia q para ele mesmo, de modo que

Rpp = 1− ∑
q̸=p

T pq. (2.34)

É importante destacar que a matriz de espalhamento carrega toda informação do trans-

porte dos elétrons no sistema mesoscópico, que em sua forma geral, distribui as amplitudes de

transmissão em canais distintos [19].

Pela lei de conservação da carga, a soma das amplitudes das ondas que entram na

cavidade deve ser igual a somas das amplitudes das ondas que saem da cavidade. Dessa forma,

podemos escrever

∑
m
|am|2 = ∑

m
a∗mam = ∑

m
|bm|2 = ∑

m
b∗mbm (2.35)

o que nos leva a concluir que

|a|2 = a†a = b†b = |b|2, (2.36)

Voltando para a equação (2.31), podemos escrevê-la como

b = Sa. (2.37)

Tomando o transposto conjugado, obtemos:

b† = a†S†. (2.38)

Multiplicando (2.37) pela (2.38), temos

b†b = a†S†Sa. (2.39)

Sendo assim, é possível concluir que, para obedecer a lei da conservação de carga (2.36), a

matriz de espalhamento S deve satisfazer

S†S = 1. (2.40)

A relação acima nos mostra a unitariedade da matriz de espalhamento [15], que tem como
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consequencia física a conservação de carga, isto é, no transporte eletrônico, nenhuma carga é

perdida, destruída ou absorvida pelo centro espalhador, de modo que ou a carga foi transmitida

ou refletida.

Sendo a matriz unitária, chegamos à seguinte conclusão

S† = S−1, (2.41)

que em termos dos elementos da matriz S resulta

N

∑
m=1

|smn|2 =
N

∑
m=1

|snm|2 . (2.42)

Essa equação respeita perfeitamente as relações entre as probalidades de transmissão. Assim,

a transmissão entre dois canais é a mesma independente do espalhamento ir de um canal m no

guia q para um canal n no guia p ou o inverso.

Podemos separar a matriz de espalhamento em blocos conforme mostrado abaixo

S =

r t ′

t r′

 (2.43)

onde r e r′ são as matrizes de reflexão, enquanto que t e t ′ são as matrizes de transmissão.

Além disso, podemos relacionar a condutância de Landauer com os blocos de transmis-

são da matriz de espalhamento [15, 29, 30]:

G = G0 Tr(tt†) = G0

N

∑
n=1

Tn, G0 ≡
2e2

h
, (2.44)

onde {Tn}N
n=1 são os autovalores de transmissão da matriz tt† obtida via matriz S.

A matriz de espalhamento também pode apresentar outros vínculos importantes, além

da conservação da carga, como por exemplo, a sua relação com a simetria de reversão temporal

(SRT), que, além de ser uma tema relevante para a TMA, mostra que a matriz S é simétrica.

Consideremos a equação de Schrödinger que, para campo magnetico nulo, B = 0, pode



2. REVISÃO DE TRANSPORTE QUÂNTICO E TEORIA DE MATRIZES ALEATÓRIAS 20

ser escrita da seguinte maneira

[
1

2m

(
−ih̄∇⃗

)2
+V (⃗r)

]
ψ (⃗r, t) = ih̄

∂

∂ t
ψ (⃗r, t). (2.45)

Se o Hamiltoniano preserva a SRT, então, para cada solução ψ (⃗r, t), a sua conjugada

ψ∗(⃗r, t) é solução da equação revertida no tempo (t →−t) [31] . Assim, na base do espalhamento

a reversão temporal inverte o sentido de propagção da ondas nos guias, ou seja, transforma uma

onda de entrada numa onda de saída e vice-versa.

Potanto, para o problema revertido no tempo, a matriz de espalhamento (2.37) se torna

a∗ = Srevb∗. (2.46)

Dessa forma, se o sistema é invariante sob reversão temporal, comparando as equações (2.37) e

(2.46), temos que Srev = S, de modo que podemos escrever a equação anterior na forma

a∗ = Sb∗. (2.47)

Se tomarmos a inversa de S na equação acima, teremos

a∗S−1 = b∗. (2.48)

Voltando a analisar a matriz da Eq.(2.37) e tomando o seu complexo conjugado, teremos

b∗ = S∗a∗. (2.49)

Então, comparando as Eqs. (2.48) e (2.49), concluimos que

S∗S = 1. (2.50)

Este vínculo, combinado com a condição de conservação da carga (2.40), fornece

S∗ = S† ⇒ ST = S, (2.51)

em que ST é matriz transposta da matriz S. Portanto, a SRT implica que a matriz S é simetrica.
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Caso seja aplicado um campo magnético ao sistema, essa condição de simetria é quebrada, de

maneira que não poderemos mais escrever essa relação, ficando somente com a condição de

unitariedade da matriz de espalhamento (2.40).

Outra simetria importante da matriz de espalhamento surge quando levamos em conta

o grau de liberdade do spin dos elétrons. Nesse caso, os elementos da matriz de espalhamento

si j na Eq. (2.30) serão quatérnions e haverá grau de liberdade de rotação, devido ao spin das

partículas [30]. Portanto, podemos perceber que a depender do problema, a matriz S em certas

condições deve satisfazer algumas simetrias, contudo, para todos os problemas a condição de

conservação da carga é sempre garantida [22].

2.5 Teoria de Matrizes Aleatórias

A Teoria de Matrizes Aleatórias (TMA) foi desenvolvida pelo físico e matemático

Eugene Wigner em 1957, com o objetivo inicial de estudar as distribuições dos níveis de energia

de núcleos pesados no campo da Física Nuclear [32, 33, 34]. Nos atómos, existe uma grande

quantidade de cargas distribuídas ao longo das órbitas, portanto para analisar a distribuição dos

niveis de energia, Wigner utilizou ferramentas estatísticas, e ensembles de matrizes aleatórias

[35]. Em seguida, Dyson estabeleceu os fundamentos matemáticos da TMA, sendo o responsável

pela classificação dos ensembles de acordo com a presença ou ausência de determinadas simetrias,

como a simetria de reversão temporal e a simetria de rotação de spin [36]. Na TMA, no que

refere-se à universalidade dos transportes [29], os fenômenos são considerados universais no

sentido de que não dependem do tamanho da amostra ou do grau de desordem do sistema, apenas

de algumas simetrias.

A TMA é uma teoria consolidada e vem tendo uma vasta aplicação em fenômenos de

transporte eletrônico em que a dinâmica da partícula é caótica [1, 32]. Dentre os dispositivos

eletrônicos modernos em que podemos aplicar a TMA, podemos destacar as cavidades balísticas

caóticas. Essas cavidades balísticas são também conhecidas como pontos quânticos, ou bilhares

caóticos [39], conforme mostrado na Figura 2.9. Nos bilhares que estudaremos neste trabalho, a

função de onda da partícula será descrita pela equação de Schrödinger. Além dessas cavidades

balísticas, o transporte eletrônico também pode ocorrer em um bilhar quântico de Dirac, como

o grafeno e os isolantes topológicos, por exemplo, em que a função de onda da partícula é

descrita pela equação de Dirac, bem como também em dispositivos híbridos que utilizam uma
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Figura 2.9: Em (a), um ponto quântico construído sobre um GE-2D e em (b), sua visão clássica.
O ponto quântico tem analogia clássica a uma cavidade na qual os elétrons são refletidos nas
fronteiras, semelhante a uma mesa de bilhar. Neste ponto quântico a função de onda da particula
é descrita pela equação de Schrödinger.

a) b)

Fonte: Refs. [37, 38].

junção supercondutor-metal na forma da figura 2.10. Nesse caso, temos um novo bilhar quântico

conhecido como Bilhar de Andreev, onde a reflexão de Andreev e os pares de Cooper induzem a

simetria partícula-buraco no sistema [32].

Figura 2.10: A Figura mostra um ponto quântico hibrido com suas caracteristicas básicas. Em
(a) Micrografia eletrônica de um ponto quantico com interface Normal - Supercondutor- Normal
e em (b), A imagem ampliada da heterojunção.

Fonte: Ref [40].

No transporte de cargas através de pontos quânticos caóticos, a dinâmica no interior da

cavidade pode ser descrita por uma matriz hamiltoniana (H) aleatória, pertencente ao ensemble

gaussiano, o qual possui classes de universalidade que dependem de vínculos e simetrias da

cavidade [19]. As classes mais comuns são as de Wigner-Dyson, onde cada classe é representada

pelo índice de simetria β , que corresponde ao número de graus de libertade dos elementos de
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Tabela 2.1: Resumo da classificação de Dyson. Os ensembles são classificados pelo índice
β dependendo da presença ou ausência de simetria de reversão temporal (SRT) e simetria de
rotação de spin (SRS).

Classe de Simetria Ensemble β SRT SRS Nomenclatura

Wigner Dyson Ortogonal 1 sim sim ECO

Unitário 2 não irrelevante ECU

Simplético 4 sim não ECS

Fonte: Adaptada da Ref.[31]

matriz. As três classes de Dyson são: classe ortogonal, classe unitária e classe simplética. A

classe ortogonal é aplicada a cavidades que preservam a simetria de reversão temporal e de

rotação de spin, e que é caracterizada pelo índice de simetria β = 1. A classe unitária se aplica a

cavidades onde existe a quebra da simetria de reversão temporal, causada, por exemplo, pela

aplicação de um forte campo magnético ou por impurezas magnéticas, o índice de simetria

vale β = 2. Por fim, a classe simplética, com indice de simetria β = 4, descreve sistemas com

simetria de reversão temporal, na ausência de invariância sob rotação de spin devido a uma forte

interação spin-órbita, por exemplo [29].

Alternativamente, podemos estudar as propriedades de transporte eletrônico através

da Matriz de espalhamento (S). Nessa abordagem, a cavidade caótica é descrita diretamente

por S sem se referir a H. Para isso, usamos o ensemble circular, o qual apresenta as mesmas

classes de universalidade de Wigner-Dyson. Na tabela 2.1 apresentamos um resumo contendo

características das três classes de Wigner-Dyson.

Além das classes de simetria apresentadas anteriormente, outras foram introduzidas

por Shuryak [41] e Verbaarschot [42], tornando possível o estudo de fenômenos de transporte

em sistemas que têm redes bipartidas, como sâo os sistemas quirais e, também por Altland e

Zimbauer [43] de maneira que a TMA foi aplicada a sistemas em contato com supercondutores.

2.5.1 Teoria de matrizes aleatórias para o ensemble circular de Dyson

O ensemble circular de matrizes aleatórias foi introduzido por Dyson em 1962. As

matrizes que fazem parte desse ensemble são unitárias [36]. O ensemble circular, assim como o

ensemble gaussiano, apresenta três classes de universalidade referentes à simetria e vínculos do
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sistema (veja a tabela 2.1). São essas classes que determinam a forma das matrizes.

Seja Uβ , por exemplo, uma matriz pertencente ao ensemble circular, em que β = 1, 2, 4

são os índices de simetria de Dyson. Novamente, β = 2 se aplica ao caso de SRT quebrada

por um campo magnético ou por impurezas magnéticas, enquanto que na presença de SRT,

temos β = 1 se o spin do elétron é conservado e β = 4 se a SRS é quebrada devido a uma forte

interação spin-órbita, por exemplo.

Portanto, as três classes do ensemble circular são:

Ensemble circular unitário (ECU): Representado pelo índice de simetria β = 2. A

simetria de reversão temporal é quebrada devido a um campo magnetico não nulo (B ̸= 0).

Portanto, sem a imposição da simetria de reversão temporal, a única exigência para a matriz

pertencente ao ECU é que ela seja unitária, ou seja,

U−1
2 = U†

2. (2.52)

Ensemble circular ortogonal (ECO): Representado pelo índice β = 1. Nesse caso,

temos a preservação da simetria de reversão temporal e a invariância sob rotação de spin, o

campo magnético externo é nulo (B = 0) e não há interação spin-órbita. Logo, além de ser

unitária, a matriz pertencente ao ECO deve ser simétrica, e portanto, pode ser escrita na forma:

U1 = UT
2 U2. (2.53)

Ensemble circular simplético (ECS): Representado por β = 4. Neste caso, ocorre a

preservação da simetria de reversão temporal sem a invariância sob rotação de spin, o campo

magnetico é nulo (B = 0), mas há uma forte interação spin-órbita. Por isso, a matriz do ECS

deve ser unitária e autodual. Respeitando estas imposições, podemos escrever essa matriz como

U4 = UR
2 U2, (2.54)

com UR = KUTK−1, onde K é um operador unitário e K−1 é a matriz inversa referente ao
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operador K. Além disso, o operador unitário K possui a seguinte forma:

K = i


σ2 0 · · ·

0 σ2 · · ·

...
... . . .


, (2.55)

onde cada elemento é um bloco 2×2 e σ2 é uma das três matrizes de Pauli [19]:

σ1 =

0 1

1 0

 , σ2 =

0 −i

i 0

 , σ3 =

1 0

0 −1

 (2.56)

Para um simples condutor ligado a dois terminais, a matriz de espalhamento do sistema

(S) terá um tamanho NT ×NT , em que NT = N1 +N2, escrevendo em termos dos coeficientes de

transmissão e reflexão, teremos que

S =

r11 t12

t21 r22

 . (2.57)

A condutância pode ser obtida pela fórmula de Landauer (2.44):

G
G0

= Tr(t21t†
12) = Tr(C1SC2S†). (2.58)

As matrizes C1 e C2 são chamadas matrizes de projeção:

C1 =

1N1 0

0 0

 ; C2 =

0 0

0 1N2

 . (2.59)

As matrizes de projeção são sempre matrizes que obedecem a operação de multiplicação

Tr(CiC j) = δi j, e cujo traço é sempre não nulo, Tr(Ci) =Ni, exibindo o numero de canais abertos

no guia i. Portanto, seguindo as referencias [1, 44], podemos concluir que a média da condutancia
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para as três classes de WD é

⟨G⟩= G0
N1N2

NT −1+2/β
, (2.60)

e a variância da condutância,

var[G] = G2
0

2N1N2(N1 −1+2/β )(N2 −1+2/β )

β (NT −1+4/β )(NT −2+2/β )(NT −1+2/β )2 , (2.61)

em que β representa o índice de simetria de cada classe.



Capítulo 3

Transporte eletrônico em cavidades

mesoscópicas caóticas com guias ideais:

uma análise via método Tight-Binding

3.1 Modelo Tight-Binding

Um dos métodos padrão utilizados para resolver problemas de potenciais periódicos,

encontrado na teoria de transporte eletrônico em sólidos é o LCAO (Linear Combination of

Atomic Orbitals) ou Método Tight-Binding (TB) [17]. Este foi desenvolvido por Felix Bloch

(1928) em sua tese de doutorado, para o estudo de estruturas eletrônicas dos sólidos, e consiste

em fazer uma combinação linear de orbitais atômicos, localizados nos vários átomos do cristal.

É um modelo muito conveniente e transparente para a descrição de estruturas eletrônicas em

moléculas e sólidos.

O Método TB é um modelo semiempírico, computacionalmente rápido e uma ferramenta

muito eficaz para descrever o movimento dos elétrons em sólidos. Isso justifica a sua utilização

para o estudo de sistemas grandes, onde a célula primitiva apresenta alguns milhares de átomos.

Ele é baseado na representação dos estados quânticos de uma partícula no cristal como uma

combinação linear dos orbitais localizados sobre os sítios atômicos [45].

O Modelo TB de um sistema é obtido atráves da discretização do hamiltoniano de sua

rede, de modo que todos os seus sítios representem apenas um átomo, ou uma região com alguns

átomos, mas que deva ser pequena em comparação às caracteristicas físicas relevantes [17]. Um
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potencial do tipo v(⃗r− R⃗i) é criado em cada sítio i da rede de Bravais, o potencial total é dado

por V (⃗r) = ∑R⃗i
v(⃗r− R⃗i) e o elétron da camada mais externa (nível mais alto) está sujeito a este

potencial. O elétron pode saltar para átomos vizinhos e, dessa forma percorrer toda a estrutura.

Se a sobreposição e o salto são pequenos, nesse caso, cada uma das faixas de energia permitidas

será formada a partir dos mesmos autoestados entre as bandas e estados localizados. Por outro

lado, aumentando o parametro de salto, a banda se torna mais ampla e eventualmente se sobrepõe

à proxima banda [45]. Na figura 3.1 ilustramos essa descrição.

Figura 3.1: Cadeia monoatômica com átomos identicos (vermelho), com seu respectivo potencial
v(⃗r− R⃗i), igualmente espaçados por R⃗i e, os termos de hopping t.

Fonte: Ref. [45].

3.1.1 Hamiltoniano Tight-Binding

Consideremos um modelo que descreve um metal ou um semicondutor que é um gás de

elétrons não interagentes, isto é, desprezam-se as colisões entre os elétrons, com carga −e(e > 0)

e massa efetiva me f , sujeitos a um potencial de desordem V (⃗r).

O hamiltoniano para um elétron em um átomo é expresso na forma

H =
p⃗2

2me f
+V (⃗r) (3.1)

onde V (⃗r) descreve o potencial de confinamento dentro do condutor e o potencial de distribuição

das impurezas estáticas que se encontram espalhadas no condutor.

3.1.2 Discretização do Hamiltoniano

O Modelo Tight-Binding decreve os materiais em termos de orbitais atômicos em uma

rede. Em um determinado sistema, onde existem guias levando ondas planas para dentro e para
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fora da região de espalhamento, o hamiltoniano tem um conjunto de graus de liberdade, sendo

descrito como [4]

H = ∑
i j

Hi jc
†
i c j (3.2)

onde c†
i e c j são, respectivamente, operadores de criação e aniquilação fermiônicos, i e j rotulam

os diferentes graus de liberdade do sistema e Hi j são os elementos de uma matriz hermitiana

infinita. Alternativamente, podemos escrever o mesmo hamiltoniano em primeira quantização da

seguinte forma [4]

H = ∑
i j

Hi j |i⟩⟨ j| , (3.3)

onde os estados |i⟩ correspondem tipicamente aos sítios em uma rede e aos graus de liberdade

adicionais, por exemplo, orbitais e spin. Para que possamos utilizar o hamiltoniano da Eq. (3.1),

no modelo TB, precisamos discretizá-lo. Por questões de simplicidade, sobretudo nas simulações

realizadas, utilizamos os sítios de uma rede quadrada com parâmetro de rede constante a igual a

1. A figura 3.2 mostra graficamente essa discretização, onde cada sítio com coordenadas da rede

(i, j) está no espaço real de coordenadas (x,y) = (ai,a j), dessa forma:

|i, j⟩ ≡ |ai,a j⟩= |x,y⟩ (3.4)

Figura 3.2: Rede em 1D no limite contínuo, sendo graficamente discretizado. Pode-se observar o
aparecimento dos sítios quantizados e igualmente espaçados de a.

Fonte: Ref. [17]

Usando o método das diferenças finitas, encontramos por aproximação [17]:

dψ(x)
dx

≈ ψ(x+a)−ψ(x−a)
2a

,
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d2ψ(x)
dx2 ≈ 2ψ(x)−ψ(x+a)−ψ(x−a)

a2 . (3.5)

A partir das Eqs. (3.4) e (3.5) verificamos que a função de onda está sendo aplicada

somente nos pontos (sítios) separados por a. Logo, substituímos as coordenadas espaciais por

uma rede discreta espaçada de a.

Assim, o hamiltoniano do sistema, após a discretização assume a forma

Hψ(xi) =
h̄2

2me f a2 [2ψ(xi)−ψ(xi −a)−ψ(xi +a)] = Eψ(xi) (3.6)

Da Eq. (3.6) podemos definir a quantidade t = h̄2/(2me f a2) que tem dimensão de energia e que

depende da constante de rede a. Finalmente, temos agora todos os parâmetros necessarios para

expressar o hamiltoniano contínuo na forma do modelo TB. Assim, escrevendo os pontos da rede

xi como uma base |xi⟩ e tomando o limite de a → 0, o operador diferencial de segunda ordem ∂ 2
x

pode ser expresso como

∂
2
x =

1
a2 ∑

i, j
(|i+1, j⟩⟨i, j|+ |i, j⟩⟨i+1, j|−2 |i, j⟩⟨i, j|). (3.7)

Analogamente, para o operador diferencial de segunda ordem ∂ 2
y , temos

∂
2
y =

1
a2 ∑

i, j
(|i, j+1⟩⟨i, j|+ |i, j⟩⟨i, j+1|−2 |i, j⟩⟨i, j|). (3.8)

Substituindo os operadores diferencias no hamiltoniano, obtemos

H =∑
i j
[(V (ai,a j)+4t) |i, j⟩⟨i, j|− t(|i+1, j⟩⟨i, j|+ |i, j⟩⟨i+1, j|

+ |i, j+1⟩⟨i, j|+ |i, j⟩⟨i, j+1|)]. (3.9)

Observe que o fator 4t, assim como o potencial de desordem, não tem interação com os

vizinhos próximos, dessa forma, seus valores serão depositados nos sitios da rede [17]. Por outro

lado, o valor da energia −t representa interação entre os vizinhos, em razão desse comportamento

será denominado de “energia de salto”.

Generalizando o problema para duas e três dimenssões, o hamiltoniano contínuo toma a
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forma diferencial

H =− h̄2

2me f
∇

2. (3.10)

Na figura 3.3, podemos observar que a energia nos sítios cresce de acordo com a

dimensão da rede. Para redes 1D, a energia nos sitios é 2t, para redes 2D, a energia é 4t, e para

redes 3D, a energia é igual a 6t. A energia de salto, por sua vez, não depende da dimensão da

rede, tendo sempre o mesmo valor −t. No presente trabalho, utilizamos o parâmetro de 4t, pois

usamos uma rede bidimensional.

Figura 3.3: Representação gráfica de redes em 1-D (A), 2-D (B) e 3-D (C). As energias localizadas
nos sítios tem uma dependência de dimensionalidade. O mesmo não ocorre com a energia de
salto −t, entre os sítios vizinhos, que está em todas as direções x, y, z.

Fonte: Ref. [17]

3.2 Transporte eletrônico através de uma cavidade conectada

por guias ideais

Conforme discutido na seção 2.5.1, sabemos que para descrever o espalhamento quân-

tico caótico, a matriz S pode ser modelada usando a TMA. Existem dois formalismos equivalentes

para esse fim, a saber, a abordagem da Matriz de espalhamento e a abordagem Hamiltoniana. No

primeiro, a matriz S é modelada diretamente como uma matriz aleatória unitária com medida

de probabilidade descrita pelo kernel de Poisson. Por outro lado, na última, estocasticidade

é incorporada na matriz S através do hamiltoniano que descreve o centro de espalhamento.

Considerando um acomplamento perfeito entre os canais abertos e o centro espalhador, o kernel

de Poisson se reduz à medida de Harr sobre matrizes unitárias e, consequentemente, a matriz S
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pertence a um dos conjuntos circulares de Dyson. No contexto de sistemas mesóscopicos, isso é

denominado de cavidades caóticas com contatos pontuais (guias ideais, com probabilidade de

tunelamento τ j = 1 para todos os j). [13] .

3.2.1 Autovalores de transmissão e propriedades de transporte

Para nosso problema, assumimos que a cavidade mesoscópica (um ponto quântico) sob

investigação está conectada a dois guias ideias, que suportam n e m canais abertos. A matriz

S, nesse caso, tem dimensão NT , onde NT = n+m é o numero total de canais abertos. Além

disso, conforme abordado anteriormente, ela pertence à classe ortogonal (β = 1) ou unitária

(β = 2) do ensemble circular de Dyson, dependendo das simetrias apresentadas pelo sistema. É

conveniente considerar a estrutura de blocos da matriz de espalhamento S em termos de matrizes

de transmissão (t, t ′) e reflexão (r,r′)

S =

rn×n tn×m

t ′m×n r′m×m

 . (3.11)

Devido à unitariedade da matriz S, as matrizes tt†, t ′t ′†, 1− rr† e 1− r′r′† têm os

mesmos autovalores diferentes de zero. Introduzindo T = tt† como a matriz de transferência,

os autovalores de T , denotados como T1, ...,Tn, onde n = min(n,m), são chamados autovalores

de transmissão [1, 13]. A partir da distribuição de probabilidade das matrizes de espalhamento,

pode-se determinar a densidade de probabilidade conjunta dos autovalores de transmissão.

Para guias ideias, a densidade de probabilidade conjunta de autovalores de transmissão

pode ser derivada do ensemble circular de matrizes de espalhamento [1, 9, 13] e é dada por

P(β )(T1, ...,Tn) =C(β )
n |∆n(T1, ...,Tn)|β

n

∏
j=1

T α
j , (3.12)

onde α = β (m−n+1)/2−1, n e m são os números de canais nos guias da esquerda e direita,

respectivamente, e ∆n(T1, ...,Tn) = ∏1≤ j<k≤n |Tk −TJ|β é o determinante de Vandermonte. A

constante de normalização C(β )
n pode ser calculada usando a Integral de Selberg [32] e é dada por

C(β )
n =

n−1

∏
j=0

Γ
(

β

2 +1
)
Γ
(

β

2 (n+ j−1)+α +2
)

Γ
(

β

2 j+1
)
Γ
(

β

2 j+α +1
)
Γ
(

β

2 ( j+1)+1
) . (3.13)
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Uma vez que a densidade de probabilidade conjunta dos autovalores de transmissão

é conhecida, podemos calcular observáveis físicos de transporte importantes. Neste trabalho,

investigamos principalmente duas propriedades — condutância de Landauer e potência do ruído

de disparo. Nas próximas seções, fornecemos alguns detalhes sobre essas propriedades e seus

resultados exatos para pontos quânticos com guias ideais.

3.2.2 Condutância

A condutância (adimensional) de Landauer em termos dos autovalores de transmissão é

dada por [1, 13]

g ≡ G
G0

=
n

∑
j=1

Tj, (3.14)

onde G0 = 2e2/h se levarmos em consideração o spin do elétron. Essa expressão também é

conhecido como a fórmula de Landauer. Em termos dos elementos da matriz de espalhamento

si j, a fórmula de Landauer torna-se [5]

g ≡
n

∑
i=1

m

∑
j=n+1

∣∣si j
∣∣2 . (3.15)

A condutância de Landauer é uma quantidade muito importante quando se trata de pon-

tos quânticos. Vários fenômenos característicos tais como flutuações universais da condutância e

a localização fraca podem ser estudados através das estatísticas de condutância de Landauer.

Distribuição da Condutância

A distribuição de condutância (adimensional) é dada por [5, 9]

F(β )
g (g) =

∫ 1

0
...
∫ 1

0
δ

(
g−∑

j
Tj

)
P(β )(T1, ...,Tn)dT1...dTn. (3.16)

Tomando a transformada de Laplace da equação acima, obtemos

F̃(β )
g (s) =

∫ 1

0
...
∫ 1

0
e−s(∑ j Tj)P(β )(T1, ...,Tn)dT1...dTn

=
∫ 1

0
...
∫ 1

0
C(β )

n |∆n(T1, ...,Tn)|β
n

∏
j=1

e−sTjT α
j dT1...dTn (3.17)
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onde F̃(β )
g (s) =L

{
F(β )

g (g)
}

é a transformada de Laplace de F(β )
g (g).

Resolver essa integral não parece possível na configuração geral. Entretanto, essa tarefa

foi realizada na Ref. [9] para os casos onde o número de canais nos guias é relativamente pequeno,

que é o nosso objeto de estudo, uma vez que estamos particularmente interessados nos casos com

números de canais pequenos, onde as distribuições são em grande parte não gaussianas. Em parti-

cular, consideramos os números de canais abertos como (n,m) = (1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)

e (3,3) para os casos em que β = 1 (ECO) e β = 2 (ECU).

Portanto, seguindo a Ref. [9], apresentamos os resultados exatos para as distribuições

da condutância.

Resultados para ECO (β = 1)

• n = 1 e m = 1,2,3

F(1)
g (g) =

m
2

g
m
2 −1, 0 ⩽ g ≤ 1. (3.18)

• n = 2 e m = 2

F(1)
g (g) =

3
2
[g−2(g−1)1/2Θ(g−1)], 0 ⩽ g ≤ 2. (3.19)

• n = 2 e m = 3

F(1)
g (g) =

3
2
[g2 −4(g−1)Θ(g−1)], 0 ⩽ g ≤ 2. (3.20)

• n = 3 e m = 3

F(1)
g (g) =


6
7 g7/2, 0 ⩽ g ≤ 1,

3
28 [35g3 −175g2 +273g−125−8(g−2)

5
2 (g+5)Θ(g−2)], 1 ⩽ g ≤ 3.

(3.21)

Resultados para ECU (β = 2)
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• n = 1 e m = 1,2,3

F(2)
g (g) = mgm−1, 0 ⩽ g ≤ 1. (3.22)

• n = 2 e m = 2

F(2)
g (g) =


2g3, 0 ⩽ g ≤ 1,

−2(g−2)3, 1 ⩽ g ≤ 2.

(3.23)

• n = 2 e m = 3

F(2)
g (g) =


6
5 g5, 0 ⩽ g ≤ 1,

6
5 (g−2)3 (g2 +6g−6), 1 ⩽ g ≤ 2.

(3.24)

• n = 3 e m = 3

F(2)
g (g) =


3
14 [g

8 −3(g−1)4(g4 −4g3 +62g−228g+309)Θ(g−1)], 0 ⩽ g ≤ 2,

3
14 (g−3)8, 2 ⩽ g ≤ 3.

(3.25)

3.2.3 Potência do Ruído de Disparo

A teoria do espalhamento também pode ser empregada para outras propriedades de

transporte como flutuações temporais da corrente, que fornecem informação adicional sobre

o processo de transporte. As flutuações da corrente elétrica em torno de seu valor médio são

chamadas, de maneira geral, de ruído. Há dois tipos principais de ruído elétrico, a saber, o ruído

térmico, relacionado às flutuações dos números de ocupação dos reservatórios, e o ruído de

disparo, que se origina da discreteza da carga elétrica [46]. À temperatura zero, apenas o ruído

de disparo está presente, ao passo que o ruído térmico domina para temperaturas altas. O ruído

de disparo é, portanto, um fenômeno intrinsecamente de não-equilibrio e fornece informações

sobre a correlação entre as cargas devido ao princípio de Pauli [47].
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A potência do ruído de disparo está relacionada aos autovalores de transmissão (à

temperatura zero) da seguinte forma [13]:

p ≡ P
P0

=
n

∑
j=1

Tj(1−Tj) (3.26)

onde P0 = 2eV G0.

Convém notar que a potência do ruído de disparo não é proporcional à condutancia,

mas à soma dos produtos das probabilidades de transmissão e de reflexão dos canais. Além disso,

V = 0 implica P = 0, o que demonstra seu caráter de não-equilibrio [46].

Distribuição da potência do ruído de disparo

A distribuição de probabilidade da potência do ruído de disparo já é conhecida na

literatura para β = 1,2 no caso onde há um único canal presente em um dos guias (digamos, à

esquerda) [48]. No entanto, seguindo as Referências [13] e [5], vamos apresentar os resultados

exatos da distribuição da potência do ruído de disparo para os casos n = 1 e n = 2 mantendo m

arbitrário.

Resultados para COE (β = 1)

• Caso n = 1 e m ⩾ 1

F(1)
p (p) =

m
2
√

1−4p

[(
1−

√
1−4p
2

)m/2−1

+

(
1+

√
1−4p
2

)m/2−1
]
Θ(p)Θ(1−4p).

(3.27)

• Caso n = 2 e m ⩾ 2

Usando as Eqs. (3.12) e (3.26), a PDF para a potência do ruído de disparo pode ser

expressa em termos de uma única integral como

F(1)
p (p) =

m(m2 −1)
8

∫ 1

0
dx

x(m−3)/2√
1−4(p− x+ x2)

×
[
x(m−3)/2
− |x−− x|+ x(m−3)/2

+ |x+− x|
]
Θ(x−)Θ(x+), (3.28)

onde
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x± =

[
1±
√

1−4(s− x+ x2)

]
/2. (3.29)

Resultados para CUE (β = 2)

• Caso n = 1 e m ⩾ 1

F(2)
p (p) =

m√
1−4p

[(
1−

√
1−4p
2

)m−1

+

(
1+

√
1−4p
2

)m−1
]
Θ(p)Θ(1−4p).

(3.30)

• Caso n = 2 e m ⩾ 2

Analogamente, usando as Eqs. (3.12) e (3.26), a expressão para a distribuição da potência

de ruído de disparo pode ser expressa em termos de uma única integral na forma

F(2)
p (p) =

m(m2 −1)
8

∫ 1

0
dx

xm−2√
1−4(p− x+ x2)

×
[
xm−2
− (x−− x)2 + xm−2

+ (x+− x)2]Θ(x−)Θ(x+), (3.31)

onde x± é dado pela Eq. (3.29). A integral acima pode ser resolvida explicitamente para

diferentes valores de m caso a caso. Para m = 2, por exemplo, obtemos

F(2)
p (p) =


3(1−2p) [π −4tan−1(

√
1−4p)], 0 ≤ p < 1

4

3(1−2p)π, 1
4 < p ≤ 1

2

(3.32)

3.3 Kwant

Kwant é um pacote python de código fonte aberto que permite calcular propriedades de

transporte de sistemas quânticos de qualquer dimensão e geometria que possam ser descritos

por um modelo Tight-Binding. Este pacote utiliza, por padrão, a abordagem da função de onda

e soluciona problemas de espalhamento via matriz S para qualquer sistema de interesse [4].

Portanto, uma vez que o usuário informa ao Kwant o Hamiltoniano discretizado (que em nosso

caso, é o dado pela (3.9)), a rede de Bravais, a geometria do centro espalhador, e a geometria dos

eletrodos, é possível extrair as propriedades físicas do sistema de interesse utilizando comandos

simples. Dessa forma, dedicamos esta seção à descrição da forma como as simulações que deram
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origem a este trabalho foram realizadas.

Nesta dissertação, usamos a biblioteca Kwant para estudar as distribuições da condu-

tância de Landauer e a potência do ruído de disparo em duas geometrias que são conhecidas

por serem classicamente caóticas, a saber, um quarto de estádio de Bunimovich e um quarto

de bilhar de Sinai. Usamos Kwant para definir essas geometrias com parâmetro de rede a = 1

e conectarmos os dois guias aos sistemas caóticos em questão. Afim de examinar o caso de

guias ideais, atribuímos ao guias valores dos parâmetros V e t iguais aos dos bilhares, ou seja,

V = 0 e t = 1. Além disso, para a implementação, em kwant, do campo magnético aplicado

perpendicularmente aos sitemas, introduzimos nos termos de hopping um termo conhecido na

literatura como fator de Peierls [13, 49] dado por

θ =
∫ l

k
A⃗ d⃗l (3.33)

onde usamos a condição de calibre A⃗ = (−By,0,0), de modo que o campo magnético é dado por

B⃗ = (0,0,B), o qual será medido em termos do fluxo magnetico adimensional φ = Φ/Φ0, onde

Φ= Ba2 é o fluxo magnetico através de uma área a2 e Φ0 = h/e é o quantum de fluxo [13, 50].

Na Eq. (3.33), k e l referem-se às posições dos sítios da rede onde o salto é implementado.

Os resultados obtidos nas simulações via Kwant, realizadas na presença e ausência de campo

magnético, são comparadas com as previsões analíticas da TMA para os ensembles circulares

ortogonal e unitário, respectivamente.

3.3.1 Simulações via Kwant

Para nossas simulações de transporte eletrônico caótico usando Kwant, consideramos

dois tipos de bilhares com guias conectados a eles — um quarto de estádio de Bunimovich e

um quarto de bilhar de Sinai. Os dois são bem conhecidos por apresentarem comportamento

caótico. Escolhendo a rede de modo que tenha tamanho unitário, o quarto de estádio consiste

em uma parte retangular de tamanho 180×110 com um quarto de círculo de raio 110. Os guias

são anexados nas posições (95,100) e (200,205). O quarto de bilhar de Sinai compreende uma

região quadradra de tamanho 200×200 com uma parte elíptica de eixos 100 e 125 removida.

Os guias para o Sinai estão anexados em (100,200) e (200,95). Os dois guias conectados à

cavidade, são definidos usando simetria translacional e são responsáveis pelo espalhamento. As

imagens desses sistemas estão ilustrados na figura 3.4.
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Figura 3.4: Sistemas caóticos usados para estudar as propriedades de transporte quântico: um
quarto de estádio de Bunimovich (à esquerda) e um quarto de bilhar do Sinai (à direita). As setas
apontam para os guias (em vermelho) conectados aos sistemas de bilhares.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

A espessura dos guias em ambos os sistemas pode ser variada para controlar o número

de canais. Aqui, quando a largura do guia tem 5 unidades de comprimento, o número de canais

é 1. O número de canais determina o tamanho da matriz S. Por isso é interessante explorar

os casos envolvendo pequenos números de canais, pois estes mostram forte comportamento

não gaussiano nas distribuições da condutância e da potência do ruído de disparo, conforme

mostraremos mais a frente. Em particular, mantemos o número de canais em um dos guias fixos

em 1 e variamos o número de canais no outro guia (aumentando a largura). Por exemplo, para

obtermos a matriz S de dimensão 2×2, assumimos que cada um dos guias deve comportar um

único canal, ou seja, n = 1 e m = 1 para a faixa de energia escolhida [5, 13].

Uma vez que o sistema está configurado, a matriz S pode ser extraída fazendo uso da

função kwant.smatrix no software Kwant. Essa função retorna a matriz de espalhamento do

sistema construído usando os valores de energia e campo magnético desejados. Além disso, ela

também é usada para calcular tanto a condutância quanto a potência do ruído de disparo com

o auxílio das Eqs. (3.11), (3.14) e (3.26). A partir da matriz S, podemos calcular a matriz de

transferência e os autovalores de transmissão.

Neste trabalho, geramos um conjunto de matrizes de espalhamento S variando a energia

da partícula incidente de 0,4 a 0,6 (tendo em mente que o tamanho da matriz S não muda para

essa faixa de energia), simulando assim um total de 10.000 matrizes de espalhamento bem como
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de valores da condutância e potência do ruído de disparo em configurações de guias diferentes, ou

seja, mudamos ligeiramente as posições dos guias a cada 2.500 realizações. Depois calculamos

a condutância e a potência do ruído de disparo para cada matriz S no conjunto. Com isso,

obtemos facilmente as distribuições da condutância e potência do ruído de disparo para B = 0

e B = 1× 10−3, afim de corresponder aos resultados analíticos da TMA para β = 1 e β = 2,

respectivamente. Escolhemos o valor de B citado acima para o caso β = 2 em razão dos bilhares

caóticos em análise apresentarem uma boa concordância com as previsões TMA. Para valores de

campos magnéticos superiores (≲ 4×10−3), observamos um desvio significativo de β = 2. Os

resultados das simulações são apresentados na seção a seguir.

A título de curiosidade: neste trabalho os resultados são oriundos dos cálculos de

simulação computacional em linguagem Python 3.9.1, uma vez que essa linguagém é gratuita,

popular e possui uma grande quantidade de bibliotecas cientìficas. Além disso, fizemos uso de

um notebook Intel Core i3-5005U CPU @2.00GHz, 1 TB de HD e mémoria ram de 4 GB, com

sistema operacional Windows 10. Os principais códigos usados para a obtenção dos observaveis

físicos de interesse neste trabalho podem ser consultados no GitHub (EdivanAs).

3.4 Resultados Kwant e Previsões da TMA

Nesta seção, comparamos os resultados analíticos da TMA descritos nas subseções

3.2.2 e 3.2.3 com os resultados obtidos através das simulações com Kwant para β = 1 e β = 2.

3.4.1 SRT Preservada (β = 1)

Nesse caso, onde a Simetria de Reversão Temporal (SRT) é preservada (β = 1), o

campo magnético é obviamente zero e queremos mostrar como as distribuições da condutância

e da potência do ruído de disparo mudam com o aumento do número de canais nos guias.

Assumimos que n ≤ m, quando aumentamos o número de canais. Os gráficos das propriedades

de transporte para diferentes valores n, m são dados nas Figuras 3.5 e 3.6, respectivamente.

Note que encontramos resultados em concordância com as previsões da TMA. No entanto,

observando cuidadosamente, podemos perceber algumas flutuações no comportamento dos

dados da simulação sobre as curvas da TMA. Isso pode ser devido à discretização dos sistemas

de bilhares em termos de redes, contudo, seria necessário um estudo mais criterioso sobre esse

comportamento.

https://github.com/EdivanAS/Cod_Kwant_Python_.git
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3.4.2 SRT Quebrada (β = 2)

Para o caso em que SRT é quebrada (β = 2), o campo magnético aplicado em ambos

os sistemas caóticos é igual a 1× 10−3. Queremos novamente ver como as distribuições da

condutância e do ruído de disparo se comportam com o aumento do número de canais no

condutor. Novamente, assumimos que n ≤ m, ao aumentar o número de canais. Os gráficos das

propriedades de transporte em estudo para diferentes valores n, m são apresentados nas Figuras

3.7 e 3.8. Mais uma vez, encontramos uma boa concordância entre as simulações e os resultados

analíticos da TMA. Além disso, aqui também percebemos algumas flutuações no comportamento

dos dados da simulação sobre as curvas da TMA, semelhantes ao caso anterior.
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Figura 3.5: Gráficos das distribuições da condutância para B = 0 para as seguintes combinações
de canais abertos: a) n = 1,m = 1, b) n = 1,m = 2, c) n = 1,m = 3, d) n = 2,m = 2, e)
n = 2,m = 3 e f) n = 3,m = 3. Os símbolos representam as simulações com Kwant e as curvas
sólidas a TMA para β = 1.

a) b)

c) d)

e) f)

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Figura 3.6: Gráficos das distribuições da potência do ruído de disparo para B = 0 para várias
combinações de canais abertos a) n = 1,m = 1, b) n = 1,m = 2 e c) n = 2,m = 2. Os símbolos
representam as simulações Kwant e as curva sólidas a TMA para β = 1.

a)

b)

c)

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Figura 3.7: Gráficos das distribuições da condutância para B = 1× 10−3 para as seguintes
combinações de canais abertos: a) n = 1,m = 1, b) n = 1,m = 2, c) n = 1,m = 3, d) n = 2,m = 2,
e) n = 2,m = 3 e f) n = 3,m = 3. Os símbolos representam as simulações com Kwant e as curvas
sólidas a TMA para β = 2.

a) b)

c) d)

e) f)

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Figura 3.8: Gráficos das distribuições da potência do ruído de disparo para B = 1×10−3 para
várias combinações de canais abertos: a) n = 1,m = 1, b) n = 1,m = 2 e c) n = 2,m = 2. Os
símbolos representam as simulações Kwant e a curva sólida a TMA para β = 2.

a)

b)

c)
Fonte: Elaborada pelo autor (2023).



Capítulo 4

Transporte eletrônico em cavidades

mesoscópicas caóticas com um guia ideal e

um não ideal: uma análise via método

Tight-Binding

Neste capítulo, estudaremos as estatístiscas da condutância e potência do ruído de

disparo em cavidades mesoscópicas conectadas a guias não ideais, ou seja, com barreiras de

tunelamento. Motivados pelo trabalho recém-publicado por Santos Kumar e Ashoter Dheer [14],

intitulado “Statistics of conductance and shot noise power in chaotic mesoscopic cavities with

one ideal and one nonideal lead”, onde são obtidos resultados para as estatísticas da condutância

e potência do ruído de disparo para o caso β = 2 da TMA e comparados com simulações

numéricas de Monte Carlo, aplicamos os resultados obtidos para essas propriedades de transporte

e os comparamos com simulações de matrizes de espalhamento usando Kwant.

Para uma melhor compreensão acerca desse tema, faremos uma breve exposição dos

resultados obtidos no trabalho supracitado. Em seguida, abordaremos as simulações via Kwant

e, por fim, focaremos nos resultados obtidos através das simulações e as previsões da TMA,

conforme fizemos no capítulo anterior.
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Figura 4.1: Esquema de uma cavidade caótica conectada a dois guias suportando n e m canais
abertos. O guia não ideal à esquerda compreende uma barreira de potencial, enquanto o guia à
direita é ideal, ou seja, sem barreira de tunelamento.

Fonte: Ref. [14].

4.1 Distribuição Conjunta dos Autovalores de Transmissão

Consideramos uma cavidade mesoscópica caótica (por exemplo, um ponto quântico)

acoplada ao mundo externo (reservatórios de elétrons) usando dois guias, um deles possui

barreira de tunelamento presente e outro é balístico (Veja o esquema da figura 4.1). Esses dois

guias são anexados para suportarem n e m canais, respectivamente. O número total de canais

abertos é, portanto, NT = n+m, com a suposição n ≤ m. As probabilidades de tunelamento

(transparências) para o guia da esquerda são denotadas por τ1, ...,τn. Para o guia ideal, obvia-

mente temos τn+1 = ...= τn+m = 1. Assumindo a abordagem da TMA para o caso com simetria

de reversão temporal quebrada (β = 2), a densidade conjunta de autovalores de transmissão

({T} ≡ T1, ...,Tn), conforme obtida por Vidal, Jaroz e Kanzieper, é dada por [51, 52]

P ({T}) = 1
n!

C∆n({T}) det[ f j (Tk)]
n
j,k=1, (4.1)

onde

f j (Tk) = T ν
k 2F1(m+1,m+1;1;(1− τ j)(1−Tk)), (4.2)

com 2F1(a,b;c;x) sendo a função hipergeométrica de Gauss [53] e ∆n({T}) = ∏1≤ j<k≤n(Tk −

Tj) o determinante de Vandemonte. A constante C na normalização geral C/n! é dada por

C =
(n+m)!

m!∆n({τ})

n

∏
j=1

(m!)2 τ
n+m
j

(m+ j)!(m− j)!
. (4.3)
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Equivalentemente, a fórmula de integração de Andriéief [54] fornece uma representação deter-

minantal para o fator C como

C = (det[h j,k]
n
j,k=1)

−1, (4.4)

onde

h j,k =
∫ 1

0
T k−1 f j(T )dT

= B(k+ν ,1)2F1(m+1,m+1;k+ν +1;1− τ j) (4.5)

sendo B(a,b) a função beta [55] e ν = m−n o parâmetro de retangularidade ou assimetria.

4.2 Estatísticas da condutância e potência do ruído de disparo

Nesta seção, usamos a distribuição de autovalores de transmissão obtida na seção

anterior para obtermos as estatísticas da condutância de Landauer e potência do ruído de disparo,

que são os observáveis físicos de interesse neste trabalho.

4.2.1 Condutância

A condutância de Landauer, em unidades de e2/h é dada por [1, 14, 56]

g =
n

∑
j=1

Tj (4.6)

Essa equação é uma estatística linear de autovalores de transmissão e, portanto, sua média pode

ser obtida usando a densidade de níveis [14].

Média da Condutância

A condutância média pode ser obtida através da densidade de níveis R1(T ) [8, 14]

como

⟨g⟩=
∫ 1

0
TR1(T )dT =

∫ 1

0
TK (T,T )dT. (4.7)

sendoK (T,T ) o kernel da correlação da densidade de níveis [8].
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A referência [14] encontrou o seguinte resultado para a integral anterior

⟨g⟩=C
n

∑
i=1

det
[
h j,k+δik

]n
j,k=1 (4.8)

onde h j,k é dado pela Eq. (4.5), e δik é a função delta de Kronecker [57].

Distribuição da condutancia e função característica

A função densidade de probalidade (PDF) da condutância pode ser calculada como [14]

Fg (g) =
∫ 1

0
...
∫ 1

0
δ

(
g−

n

∑
j=1

Tj

)
P ({T})dT1...dTn (4.9)

Note que a expressão acima tem um limite finito [0,n], ou seja, a função densidade é diferente de

zero apenas neste domínio.

Na referência [14], essa integral é resolvida para o caso de apenas um canal no guia

não ideal, ou seja, n = 1. Além disso, na mesma referência, encontramos uma generalização

para os casos de n > 1 em termos de uma função característica. Vejamos, então, quais são esses

resultados.

• Caso n = 1

A densidade de probabilidade conjunta de autovalores de transmissão (Eq. (4.1)) se torna

P (T ) = mτ
m+1
1 T m+1

2F1(m+1,m+1,1;(1− τ j)(1−T )) (4.10)

Substituindo a equação anterior na equação (4.9), obtemos a PDF da condutância como

sendo

Fg (g) = mτ
m+1
1

∫ 1

0
δ (g−T )T m−1

2F1(m+1,m+1;1;(1− τ j)(1−T ))dT

= mτ
m+1
1 gm−1

2F1(m+1,m+1;1;(1− τ j)(1−g))×
∫ 1

0

[
∂Θ(T −g)

∂T

]
dT

= mτ
m+1
1 gm−1

2F1(m+1,m+1;1;(1− τ j)(1−g))[Θ(1−g)−Θ(−g)]

= mτ
m+1
1 gm−1

2F1(m+1,m+1;1;(1− τ j)(1−g)), (4.11)
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onde usamos as seguintes propriedades da função delta



δ (a−u) = δ (u−a)

f (u)δ (u−a) = f (a)δ (u−a)

δ (u−a) = ∂Θ(u−a)
∂u

sendo Θ a função de Heaviside. Agora, pode-se observar que [Θ(1−g)−Θ(−g)] é não

nulo apenas para 0 ≤ g ≤ 1, o que é consistente com o limite [0,n] para o caso geral de n

mencionado abaixo da Eq. (4.9) [14].

• Caso n > 1

Avaliamos a função característica da condutância, por exemplo, consideramos a transfor-

mada de Fourier (g → κ) de

Fg(g) =
C
n!

∫ 1

0
...
∫ 1

0
δ

(
g−

n

∑
i=1

Ti

)
∆n({T}) ×det[ f j (Tk)]

n
j,k=1dT1...dTn. (4.12)

Temos, portanto,

F̃g(κ) =
∫ +∞

−∞

Fg(g)ei2πgκdg

=
C
n!

∫ 1

0

n

∏
i=1

T ν
i ei2πκTi∆n({T})

×det [2F1
(
m+1,m+1,1;(1− τ j)(1−Tk)

)
]nj,k=1 dT1...dTn. (4.13)

Usando a fórmula de integração de Andréief [54] para calcular a integral acima em termos

de determinantes, obtemos [14]

F̃g(κ) =C det [Φ j,k(κ)]
n
j,k=1, (4.14)

onde

Φ j,k(κ) =
∫ 1

0
T ν+k−1 ei2πgκT

2F1
(
m+1,m+1,1;(1− τ j)(1−T )

)
dT. (4.15)

Para obtermos a PDF da condutância, devemos tomar a transformada inversa de Fourier da
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Eq. (4.14),

Fg(g) =
∫ +∞

−∞

F̃g(κ)e−i2πgκdκ (4.16)

Analiticamente, não é viavel resolver essa integral, entretanto, recorremos a uma aborda-

gem de cálculo numérico e usamos uma soma truncada para aproximar o valor da integral

acima. Estimamos um intervalo, por exemplo [−L,L], em que F̃g(κ) apresenta um valor

significante. A partir daí, o intervalo é discretizado em termos de bins de largura δκ , de

modo que a soma seja de κ =−L a L em passos de δκ . Dessa forma, o valor aproximado

da PDF da condutância pode ser escrito na forma [14]

Fg(g)≈
L

∑
−L

F̃g(κ)e−i2πgκ
δκ. (4.17)

Figura 4.2: Gráficos da Função característica da condutância para a) n= 2,m= 2,τ1 = 0,61,τ2 =
0,57, b) n = 3,m = 3,τ1 = 0,61,τ2 = 0,62,τ3 = 0,63.

a) b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Na figura 4.2, mostramos a parte real e imaginária de F̃g(κ) para dois conjuntos de valores

de parâmetros. Podemos ver que nestes dois graficos, L pode ser escolhido como sendo

igual a 5, uma vez que além de -5 e 5, a função característica já foi a zero, ou seja, já

amorteceu plenamente. Em nossas implementações dessa abordagem, descobrimos que os

resultados finais são bastante robustos a variações moderadas na escolha do comprimento

de corte L e dos passos δκ .
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4.2.2 Potência do Ruído de Disparo

Conforme vimos na seção 3.2.3, a potência do ruído de disparo dada pela Eq. (3.26),

assim como a condutância, é uma estatística linear de autovalores de transmissão. Logo, podemos

examinar algumas estatísticas interessantes como a média, a variância e a distribuição da potência

do ruido de disparo. Neste trabalho, focamos apenas na distribuição da potência do ruído de

disparo.

Distribuição da potência do ruído de disparo e função característica

A PDF da potencia do ruído de disparo pode ser calculada por [14]

Fp (p) =
∫ 1

0
...
∫ 1

0
δ (p−

n

∑
j=1

Tj(1−Tj))P ({T})dT1...dTn (4.18)

A densidade acima tem um suporte finito em [0,n/4].

De forma análoga ao que fizemos na seção anterior, vamos tratar os casos em que n = 1

e em seguida apresentar o caso para n > 1.

• Caso n = 1

Conforme demonstrado na Ref. [14] a expressão analítica de forma fechada para a PDF da

potência de ruído de disparo é

Fp (p) =
mτ

m+1
1√

1−4p

[
pm−1
+ 2F1(m+1,m+1,1;(1− τ1)p−)

+pm−1
− 2F1(m+1,m+1,1;(1− τ1)p+)

]
, (4.19)

onde

p± =
(1±

√
1−4p)
2

. (4.20)

• Caso n > 1

Adotamos a abordagem da função característica como no caso da condutância de Landauer.

Portanto, seguindo o mesmo raciocínio, para a PDF da potência de ruído de disparo, temos

a função característica correspondente como,

F̃p(ω) =C det [Ψ j,k(ω)]nj,k=1, (4.21)
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sendo

Ψ j,k(ω) =
∫ 1

0
T ν+k−1 ei2πωT (1−T )

2F1
(
m+1,m+1,1;(1− τ j)(1−T )

)
dT. (4.22)

Portanto, a PDF da potência do ruído de disparo pode agora ser obtida como [14]

Fp(p) =
∫ +∞

−∞

F̃p(ω)e−i2π pωdω (4.23)

Fp(p)≈
L

∑
−L

F̃p(ω)e−i2π pω
δω. (4.24)

onde L e δω são decididos de forma semelhante aos do caso da distribuição da condutância.

Na figura 4.3, mostramos gráficos da função característica F̃p(ω) para dois conjuntos de

parâmetros.

Figura 4.3: Gráficos da Função característica da potência do ruído para a) n = 2,m = 2,τ1 =
0,61,τ2 = 0,57, b) n = 3,m = 3,τ1 = 0,61,τ2 = 0,62,τ3 = 0,63.

a) b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

4.3 Simulações via Kwant

Nesta seção, pretendemos verificar a consistência dos resultados derivados na seção

anterior dentro da estrutura da TMA comparando-os com os resultados obtidos a partir da

simulação das matrizes de espalhamento usando, agora, o método Tight-Binding.

Para nossas simulações envolvendo cavidades mesoscópicas caóticas com um guia ideal
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Figura 4.4: Bilhares caóticos com uma barreira de potencial (no formato de uma fita retangular
na cor verde) em um dos guias (superior). Na esquerda, temos o quarto do estádio de Bunimovich
e à direita, o quarto de bilhar do Sinai. As setas apontam para os guias (em vermelho) conectados
aos sistemas de bilhares.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

e outro não ideal, consideramos os mesmos sistemas caóticos descritos na seção 3.3.1, contudo,

introduzimos em ambos os sistemas uma barreira de tunelamento em um dos guias, digamos o da

esquerda, a fim de configurar a situação apresentada na figura 4.1. Essa barreira possui potencial

V e comprimento igual a 4 unidades. A largura da barreira varia de acordo com o número n

de canais abertos, por exemplo. Assumimos que o guia conectado à barreira suporta n canais

abertos. Na cavidade, por sua vez, o potencial é nulo, conforme visto anteriormente. Na figura

4.4. ilustramos os sistemas caóticos com a barreira de tunelamento.

Assim como fizemos para o caso de guias ideais, aqui, criamos um conjunto de matrizes

de espalhamento variando a energia de 0,4 a 0,6, sob a aplicação de um campo magnético de

1×10−3 (β = 2), simulando 10.000 matrizes, bem como valores da condutância e da potência

do ruído de disparo. Depois, obtemos as distribuições desses observáveis físicos para, finalmente,

podermos compará-las com as previsões da TMA.

Para a implementação das simulações com Kwant, tivemos que escolher arbitrariamente

um valor para o potencial V na barreira com o intuito de gerar dados de simulações que melhor

representassem as distribuições da condutância e do ruído de disparo para os parâmetros τ j

(transparências) para diferentes números de canais abertos n, m. Tomamos como ponto de

partida, o caso n = 1 e m = 1 com τ1 = 0,44 (probabilidade de tunelamento) para a condutância,

conforme apresentado a Ref. [14]. Realizamos diversas simulações com potenciais da ordem de
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Figura 4.5: Gráfico da média téorica da condutância e da média da simulação em função do
potencial V na barreira para o caso n = 1, m = 1 e τ1 = 0,44. A linha vertical na cor laranja
sinaliza o valor do potencial V = 0,23.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

101, 10−1, 10−2 e 10−3. No entanto, em nossa análise, descobrimos que os potenciais da ordem

de 10−1, mais especificamente entre 0,20 a 0,30, apresentaram distribuições da condutãncia e

potência do ruído de disparo que melhor se aproximavam dos resultados analíticos da TMA para

o caso mencionado acima.

Após essas constatações, resolvemos então, calcular a média téorica da condutância

(Eq. (4.8)) e compará-la com a média da simulação para ambos os sistemas cáoticos (veja a

figura 4.5). Concluímos, então, que o potencial V = 0,23 é o melhor valor para o caso n = 1,

m = 1 e τ1 = 0,44. Portanto, fixamos o valor desse potencial para a barreira de tunelamento nos

sistemas caóticos e prosseguimos realizando as simulações para as seguintes combinações de

canais abertos (n,m) = (1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(2,4) e (3,3) tanto para a condutância quanto

para a potência do ruído de disparo.

Por fim, de posse dos resultados das simulações, nosso trabalho se restringiu a encontrar
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os parâmetros de transparências τ j para cada número n de canais abertos conectados à barreira,

que reproduzissem uma boa concordância entre os resultados analíticos obtidos nas subseções

4.2.1 e 4.2.2 e as simulações com Kwant. Portanto, considerando que os sistemas físicos em

estudo apresentam as mesmas características (energia, campo magnético, potencial na barreira e

número de canais n no guia da barreira), concluímos que os termos de transparências τ j usados

nas distribuições da condutância devem ser os mesmos usados para a potência do ruído de

disparo. Os resultados encontrados são apresentados na seção a seguir.

4.4 Resultados Kwant e Previsões da TMA

A comparação entre os resultados das simulações com Kwant (com B = 1×10−3) e

os resultados analíticos da TMA derivados nas subseções 4.2.1 e 4.2.2 para as distribuições da

condutância e da potência do ruído de disparo são mostrados nas Figs. 4.6 e 4.7. Como pode ser

observado, os resultados de nossas simulações via método TB estão em boa concordância com as

previsões da TMA. Além disso, assim como no caso de guias ideais, discutido no Capítulo 3, uma

observação cuidadosa parece revelar flutuações dos pontos de dados da simulação sobre as curvas

analíticas da TMA. Essa flutuação pode ser resultado da discretização dos sistemas de bilhares

em termos de redes, porém, seria necessário examinar cuidadosamente esse comportamento.

Note que para n pequeno, verifica-se que as curvas para casos não ideais são muito

diferentes daquelas do caso ideal vistas anteriormente na Figura 3.7. Para o caso ideal, sabemos

que as distribuições são muito bem aproximadas por gaussianas para n ≥ 4 [9, 58]. Portanto, à

medida que n aumenta, as distribuições para o caso não ideal também se tornam mais próximas

de gaussianas, embora com média menor em comparação com as das gaussianas dos casos ideais.
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Figura 4.6: Distribuições da condutância para várias combinações de n e m conforme indicado.
Os valores de transparência usados nos gráficos são τ1 = 0,44 para (a) e (b) ; τ1 = 0,61,τ2 = 0,57
para (d), (e), (f) e τ1 = 0,61, τ2 = 0,62, τ3 = 0,63 para (g). Os símbolos representam as
simulações Kwant e as curva sólidas os resultados analíticos da TMA.

a) b)

c) d)

e) f)
Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Figura 4.7: Distribuições da potência do ruído de disparo para várias combinações de n e m
conforme indicado. Os valores de transparência usados nos gráficos são os mesmos usados
na Figura 4.6. Os símbolos representam as simulações Kwant e as curva sólidas os resultados
analíticos da TMA.

a) b)

c) d)

e) f)
Fonte: Elaborada pelo autor (2023).



Capítulo 5

Conclusões e perspectivas

Através deste trabalho, aprendemos os fundamentos básicos da Teoria de Matrizes

Aleatórias (TMA) e suas aplicações nos fenômenos de transporte quântico em sistemas mesoscó-

picos. Em particular, investigamos com sucesso as distribuições da condutância de Landauer e

da potência do ruído de disparo de um ponto quântico. Um resumo dos resultados obtidos nesta

dissertação segue abaixo:

• Simulamos duas cavidades mesoscópicas (com guias ideais) usando sistemas de bilhares

caóticos em Kwant e estudamos a condutância de Landauer e a Potência do Ruído de

disparo na ausência e presença de campo magnético externo. Os resultados das simulações

em Kwant foram comparados com as previsões baseadas na TMA para conjuntos ortogonal

(β = 1) e unitariamente invariantes (β = 2) e, obtemos, uma boa concordância, ratificando

os estudos presentes na literatura [5, 13] .

• Examinamos em detalhes os observáveis de transporte de carga em uma cavidade caótica

conectada a um guia não ideal e um ideal, quando é aplicado um campo magnetico

externo que quebra a simetria de reversão temporal (SRT). Além disso, encontramos uma

concordância muito boa entre os resultados analíticos da TMA deduzidos na Ref. [14] com

simulações numéricas do Modelo Tight-Binding com base na matriz de espalhamento.

• Implementamos com sucesso o Kwant — uma ferramenta computacional para resolver

problemas de transporte quântico. Usando Kwant, testamos os resultados analiticos

da TMA conhecidos e mostramos uma boa correspondência entre a TMA e o modelo

Tight-Binding que é utilizado em Kwant.

Considerando que há muito espaço para mais trabalhos a serem feitos na aplicação da
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TMA para transporte quântico, o trabalho ainda pode ser bastante explorado para obter resultados

semelhantes para β = 4 (em cavidades com guias ideais) bem como para β = 1 e β = 4 (em

cavidades com um guia não ideal e um ideal, por exemplo, uma vez que a distribuição conjuta de

autovalores de transmissão está disponível para esses casos [1].
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