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Resumo

A abordagem de Teoria de Matrizes Aleatdrias (TMA) tem sido bastante frutifera na investigacao
estatistica do transporte quantico em cavidades mesoscépicas cadticas, tendo levado a varias
previsdes intrigantes ao longo dos anos. A aplicacdo da técnica da TMA a fend6menos de
transporte quantico consiste em modelar uma cavidade mesoscOpica como uma regido de
espalhamento quantico cadtica acoplada a guias que a conectam a reservatorios de elétrons.
Neste trabalho, usamos Kwant, um pacote baseado na linguagem de programacao Python, de
codigo aberto, para investigar como as estatisticas das propriedades de transporte, em particular,
da condutancia de Landauer e da poténcia do ruido de disparo, de um ponto quantico conectado
a dois guias mudam quando a simetria de reversdo temporal € gradualmente quebrada por
um campo magnético externo. Investigamos essas estatisticas de transporte em cavidades
mesoscospicas cadticas conectadas a guias ideais e também em cavidadades cadticas conectadas
a um guia ndo ideal e um ideal. Geramos um conjunto de matrizes de espalhamento através do
Kwant, com o nimero desejado de canais abertos nos guias conectados a cavidade, e calculamos
as distribui¢des da condutincia e da poténcia do ruido de disparo. Observamos que os resultados
obtidos a partir de simulag¢des via Metodo Tight-Binding (que € usado no Kwant), realizadas
sem ou com campo magnético, estdo em concordancia com as previsdes da TMA para as classes

de simetria do ensemble circular de Dyson estudadas neste trabalho.

Palavras-chave: Cavidades mesoscépicas cadticas. Transporte eletronico. Guias nao ideais.

Kwant. Teoria de Matrizes Aleatodrias.



Abstract

The random matrix theory (RMT) approach has been quite fruitful in the statistical investigation
of quantum transport in chaotic mesoscopic cavities, and has led to several intriguing theoretical
predictions over the years. The application of the RMT approach consists of modeling the
mesoscopic cavity as a chaotic quantum scattering region coupled to leads that connect this
region to electron reservoirs. In this work, we use Kwant, an open source Python based package,
to investigate how the statistics of transport properties, in particular the Landauer conductance
and the shotnoise power, of a quantum dot connected to two leads change when the time-reversal
symmetry is gradually broken by an external magnetic field. We investigate these transport
statistics in chaotic mesoscopic cavities connected to ideal leads, and also in chaotic cavities
connected to one non-ideal and one ideal lead. We use Kwant to generate a set scattering matrices
with the desired number of open channels in the leads connected to the cavity and compute
the conductance and shotnoise power distributions. We observed that the results obtained from
simulations based on the Tight-Binding Method (which is used in Kwant), carried out with or
without a magnetic field, are in good agreement with the RMT predictions for the symmetry

classes of the Dyson circular ensemble studied in this work.

Keywords: Chaotic mesoscopic cavities. Electronic transport. Nonideal Leads. Kwant. Random

matrix theory.
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Capitulo 1

Introducao

Fendmenos de transporte quantico em cavidades mesoscopicas cadticas tém sido estuda-
dos extensivamente por meio da abordagem da Teoria de Matrizes Aleatérias (TMA) nas dltimas
trés décadas [1, 2 3]. Na presenca de colisdes eldsticas em tais cavidades, a baixas temperaturas
e tensoes, a coeréncia da fun¢do de onda eletronica é mantida e os observéveis de transporte
mostram universalidade estatistica, que € um dos principais aspectos que levam a aplicabilidade
da TMA. Com a disponibilidade de técnicas experimentais sofisticadas, agora € possivel fabricar
dispositivos quanticos onde as previsdes tedricas relativas aos observaveis de transporte de carga,
incluindo as da TMA, podem ser efetivamente testadas. Neste trabalho, usamos Kwant [4]], um
pacote baseado na linguagem de programacao Python, de c6digo aberto, para investigar como as
estatisticas das propriedades de transporte de um ponto quantico conectado a dois guias mudam
quando a simetria de reversdo temporal é gradualmente quebrada por um campo magnético.
Além disso, também estudamos como essas estatisticas se comportam quando a0 menos um dos
guias ideais € substituido por um guia nao ideal (contendo uma barreira de tunelamento). Essas
sdo as nossas principais motivagdes para a realizacdo do presente trabalho.

O transporte através de pontos quanticos é modelado considerando uma cavidade
cadtica conectada a guias que, por sua vez, sdo acoplados a reservatoérios de elétrons. O
mecanismo base de transporte através da cavidade € o de espalhamento. Devido a dependéncia
complicada — no sentido de que ndo € facil de estudar analiticamente — nos parametros iniciais
das particulas incidentes (como energia e momento), no potencial espalhador e na geometria
da cavidade, o espalhamento €, em geral, de natureza caética [3]. Logo, € ttil modelar a matriz
de espalhamento S como uma matriz aleatdria unitdria (a unitariedade é um requisito necessaro

devido a conservagdo da carga, conforme sera discutido no Capitulo[2)). A ideia central da TMA
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¢ modelar o operador relevante de um sistema fisico como uma matriz aleatéria. Existem duas
abordagens para descrever a TMA do transporte em cavidade cédotica: o do Hamiltoniano (H) e
o da Matriz de espalhamento (S). Na abordagem Hamiltoniana [6/], modela-se o hamiltoniano da
cavidade mesoscOpica cadtica como uma matriz aleatdria pertencente ao ensemble gaussiano e
a matriz de espalhamento € derivada do hamiltoniano como uma func¢do da energia de Fermi.
Por outro lado, na abordagem da Matriz de espalhamento [7], modela-se diretamente a matriz S
fazendo uso do ensemble circular. Nessas duas abordagens, o hamiltoniano H (ou a matriz S),
associado a regido de espalhamento, € retirado de um ensemble adequado de matrizes aleatérias
[1,12]. As simetrias relevantes do sistema — a presenca ou auséncia de simetrias fundamentais
(como invariancia sob reversdo temporal e rotacdo de spin, por exemplo) — ditam a dindmica e
colocam restricdes na forma da matriz S, que por sua vez afetam as estatisticas dos observaveis
do sistema [} 12]].

Como as propriedades de transporte sdo, na maioria das vezes, estatisticas lineares de
autovalores de transmissdo, pode-se calcular suas estatisticas usando a densidade de probabilidade
conjunta de autovalores de transmissdo. A condutincia média e a poténcia do ruido de disparo
sdo conhecidos exatamente para = 1, 2 [8]. Da mesma forma, a distribui¢do de probabilidade
da condutancia € conhecida exatamente quando o nimero de canais € pequeno [9]. Deve-se notar
que enquanto a distribui¢do tende a se tornar altamente gaussiana a medida que o nimero de
canais aumenta, € de interesse mais pritico olhar para um nimero menor de canais porque as
distribui¢des sdo ndo triviais (ou seja, diferentes de gaussianas).

A aplicagdo de um campo magnético quebra a simetria de reversdo temporal do sistema.
Dessa forma, para sistemas abertos, a medida que a simetria € quebrada gradualmente, a matriz
de espalhamento que descreve a regido cadtica sofre uma transicdo de uma classe de simetria
do ensemble ortogonal (EO) para outra classe, agora, o ensemble unitario (EU). Portanto, é
interessante, ndo apenas do ponto de vista tedrico, investigar essa transi¢ao e isso feito com
sucesso por Pandey e Mehta [10] para o problema de transporte em sistemas desordenados. Esses
resultados também foram testados experimentalmente e verificados numericamente. Um estudo
tedrico do crossover em bilhares quanticos foi feito por Berry e Robnik [[11] e uma descri¢cao
numérica foi dada por Yan e Harris [12]. A estatistica das propriedades de transporte do crossover
foram estudadas por Kumar e Pandey [8]] e eles deduziram a condutancia média e a poténcia do
ruido de disparo para o crossover. Eles também obtiveram a distribui¢do de probabilidade da

condutdncia quando um dos guias contém exatamente um canal [9]. Recentemente, em 2020,
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Kumar e Rohit [13] estudaram as distribui¢des da condutancia e poténcia do ruido de disparo
envolvendo essa transi¢do em cavidades com guias ideais. E agora, em 2022, Kumar e Dheer
[14], investigaram os mesmos observéveis fisicos em cavidades mesoscopicas cadticas contendo
um guia ndo ideal e outro ideal usando simula¢des nimericas de Monte Carlo.

Sendo assim, nosso trabalho consiste em estudar essas transi¢coes em cavidades me-
soscopicas cadticas conectadas a guias ideais usando Kwant, e assim, reafirmar os resultados
produzidos por Kumar e Rohit, os quais ja sdo conhecidos e bem aceitos na literatura. Além
disso, vamos promover uma extensao ao trabalho de Kumar e Dheer, agora, usando o método
Tight-Binding (TB) para avaliar essas transi¢cdes através de simulacdes numéricas com Kwant,

algo até entdo, ndo conhecido na literatura existente.

1.1 Breve introducao sobre os Capitulos

Neste capitulo introdutdrio foi apresentada uma breve motivagdo a respeito do estudo
de transporte eletronico e TMA.

No capitulo [2| desta dissertacao, iremos mostrar um breve resumo acerca do tema e
como 0s comprimentos caracteristicos sdo importantes para sistemas de nanoestruturas. Também
apresentaremos o conceito de ponto quantico e sua relagdo com a quantizacdo da condutancia.
Ainda no mesmo capitulo, veremos como a teoria de Landauer-Biittikker sobre transporte de
cargas e spin se conecta com a TMA e ambas descrevem o transporte eletronico através da matriz
de espalhamento.

No capitulo [3} serd apresentado o modelo TB, que € utilizado no Kwant. Também
abordaremos as estatisticas das propriedades de transporte eletronico para um ponto quantico
com guias ideais. No mesmo capitulo, é apresentado Kwant que é a ferramenta computacional
que usamos para testar os resultados da TMA e, por fim, mostramos os resultados Kwant e as
previsdes da TMA para cavidades mesoscOpicas caticas com guias ideais.

No capitulo ] o transporte eletronico em cavidades mesoscopicas cadticas conectadas a
um guia ndo ideal e um ideal, € estudado. Iremos calcular as propriedades de transportes através
do Kwant e comparé-las com as previsdes da TMA.

Finalizando a dissertagdo, no capitulo 5] apresentaremos as conclusdes deste trabalho e

perspectivas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Revisao de Transporte Quantico e Teoria

de Matrizes Aleatorias

Neste capitulo, faremos uma breve revisao sobre os fendmenos de transporte eletronico
e apresentaremos os conceitos basicos da Teoria de Matrizes Aleatérias (TMA). Tomaremos por

base as referencias [[15, [16].

2.1 Fisica Mesoscopica

O campo da Fisica mesoscopica surgiu a partir da década de 1980, com experimentos
eletronicos em dispositivos bem pequenos [[15]. Ela pode ser entendida como o ramo da Fisica
que estuda sistemas que estdo na interface entre o quantico e o cldssico, ou seja, ela se encontra
no meio dos dois regimes. Uma das formas de caracterizar a Fisica mesoscopica € atraves do
tamanho caracteristico do objeto a ser estudado. O comprimento caracteristico de tal objeto
deve estar entre o mundo microscépico e o macroscopico. Essa escala intermedidria pode ser
descrita como o tamanho de uma quantidade de 4tomos que, juntos, t€ém dimensao da ordem de
10? nm a 10° nm, que correspondem, ao tamanho aproximado de um virus e de uma bactéria,
respectivamente [16]. E importante lembrar que no regime mesoscépico, determinados efeitos e
propriedades quanticas como tunelamento, interferéncia e principio de exclusado, por exemplo,

ainda se fazem presentes.
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2.1.1 Comprimentos caracteristicos

Nesta secdo vamos discutir uns dos conceitos mais importantes na fisica mesoscopica,
que sdo as escalas de comprimento para a caracteriza¢ao do transporte eletronico. Dentre elas,

temos:

1) Comprimento de onda de Fermi (Ar): em um reservatorio, nem todos os elétrons
tém a mesma energia, ou sao responsdveis por gerar corrente elétrica. Os elétrons responsa-
veis pelo transporte eletronico sdo aqueles que estdo préximos a energia de Fermi (&), e o
comprimento de onda de Fermi (Ar) referente a esta energia ¢ dado por

2 h

Ap = —_ 2.1
F Kr \/2m8F ( )

onde kr € o numero de onda associado a energia de Fermi, m é a massa do elétrone h € a
constante de Planck. Além do comprimento de onda de Fermi, podemos definir a velocidade de
Fermi como

h Kr

VE = 2.2)

2) Livre Caminho médio (¢,,): é o caminho que um elétron percorre antes de sofrer
um espalhamento el4stico, alterando o seu momento inicial (pp). Ao mudar o seu momento
inicial, ele altera apenas a direcdo ou sentido do momento e preserva seu modulo, de modo que o

momento apos a colisdo é

P = —Do- (2.3)

Podemos, portanto, definir o livre caminho medio (¢,,) da seguinte forma
by = VET, 2.4)

onde vr € a velocidade de Fermi e 7, € o tempo médio entre sucessivas colisdes do elétron,
também chamado de tempo de relaxacdo do momento do elétron, o qual esta associado ao tempo
de colisdo 7, da seguinte forma

Tc

Tm = o (2.5)

onde o fator o, determina a “eficacia” de uma colisdo individual.

3) Comprimento de coeréncia de fase (£y) : o comprimento de coeréncia de fase (£y)
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¢ definido como a distancia média que os elétrons viajam antes de perderem a informacao da fase
de sua funcdo de onda, ou seja, antes que sua fase inicial seja destruida ou modificada. Assim
como o0 momento de uma particula pode ser mudado por processos de espalhamento, a fase de
uma onda pode mudar por meio de interacdes com campos ou particulas. A coeréncia € uma
medida da correlacdo entre as fases medidas em diferentes pontos de uma onda e, portanto, o

comprimento de coeréncia de fase pode ser escrito como

ly = /D1y (2.6)

em que D = v% T/2 é chamado de coeficiente de difusdo, e 7y € o tempo de relaxagdo de fase
que relaciona o tempo maximo que o elétron percorre sem que sua fase inical seja destruida ou
modificada [15]].

4) Comprimento de localizacdo (£): o comprimento de localiza¢do relaciona-se com
o alcance da fun¢do de onda do elétron. A funcdo de onda se estende ao longo de toda a amostra
se a amostra for um bom condutor (metal, por exemplo). Por outro lado, caso a amostra seja um
mau condutor (um isolante), a funcdo de onda fica localizada, decaindo exponecialmente a partir
desse ponto, de tal forma que sé poderemos encontrar o elétron numa regido confinada, regidao

esta chamada de centro de localizacao.

2.1.2 Regime de Transporte

Os regimes de transporte podem ser diferenciados por meio da relacio entre o compri-
mento da amostra (L) e os comprimentos caracteristicos. Por meio dessa identificacdo, podemos
identificar como os elétrons sdo deslocados através de um sistema. De acordo com o comprimento
(L) caracteristico do condutor em questao, existem trés tipos de regimes de transporte: regime
balistico, regime difusivo e regime localizado, conforme Figura[2.1] A seguir descreveremos

cada um deles

* Regime Balistico (L < /,,): Se o comprimento L estiver entre o comprimento de onda
de Fermi (Ar) e o livre caminho médio (¢,,), dizemos que o regime em que o transporte
eletronico acontece € balistico. O elétron quase nao sofre colisdo ao atravessar o dispositivo.
Um exemplo € o transporte eletrénico que ocorre num ponto quantico. Na figura[2.2)a),

ilustramos graficamente o transporte balistico de uma particula.



2. REVISAO DE TRANSPORTE QUANTICO E TEORIA DE MATRIZES ALEATORIAS 7

Figura 2.1: Escala de comprimentos caracteristicos para transporte coerente a baixas temperatu-
ras.

balistico difusivo localizado

Regime Mesoscopico

Fonte: Ref. [17].

» Regime difusivo (/,, < L < &): Se o comprimento L estiver entre livre caminho médio
(¢,) € o comprimento de localizagdo & (¢, < L < &), dizemos que o regime em que
o transporte eletronico ocorre € um regime difusivo. O elétron sofre inimeras colisdes
elésticas, mas ndo perde a coeréncia. Isso € caracteristico de fios quanticos desordenados.

A figura[2.2(b) mostra graficamente como seria o transporte difusivo de uma particula.

* Regime localizado (§ < L < {y): Se o comprimento L estiver entre o comprimento de
localizagdo & e o comprimento de coeréncia de fase £y (§ < L < {y) , dizemos que o
regime € localizado. Nesse regime, as fun¢des de onda eletronicas ficam localizadas e o
elétron apresenta uma probabilidade menor de percorrer toda a amostra, de modo que o

dispositivo se comporta como um isolante.

Figura 2.2: Representagdo do transporte balistico e difusivo

a)  Transporte Balistico b) Transporte Difusivo

Fonte: Adaptada da Ref. [17].
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2.2 Ponto de Contato Quantico

O sistema mesoscdpico mais simples é o ponto de contato quantico, o qual estd ilustrado
na figura Ele consiste de uma constri¢do de largura L e abertura de tamanho W, a qual
divide duas regides condutoras onde o transporte é praticamente balistico: L < ¢,,. Podemos
estudar o ponto de contato quantico por uma modelagem andloga a guias de onda bidimensional,
que representa a constri¢do, conectada a dois reservatdrios de elétrons, os quais representam os
contatos [18], como visto na figura[2.4] Entende-se por reservatério um elemento macroscopico
em equilibrio termodinamico conectado ao sistema mesoscopico que envia e/ou recebe particulas
[19].

Figura 2.3: Ponto de contato quantico. O cinza claro representa um gds de elétrons bidimencional.
O cinza escuro € a constricdo impenetravel de largura L e abertura de tamanho W. Os sinais — e
+ representam a voltagem aplicada para que ocorra o transporte dos elétrons da esquerda para a
direita.

L=

W
4

- Gas de
— elétrons 2D

|
+++++ A+ +++

Fonte: Ref. [19].

Figura 2.4: Modelo de ponto de contato quantico com guia de ondas conectado a dois reservato-
rios de elétrons, carcterizados por seus respectivos potenciais eletroquimicos, [ € (.

y Reservatorio 1 Reservatorio 2

X My L Guia de ondas 1,

Fonte: Adaptado da Ref. [20]
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Através do estudo cldssico, € bem conhecido que, para um condutor ideal de compri-

mento L e largura W feito de um material de condutividade o, a lei de Ohm

== 2.7

prevé que a resisténcia R se aproximara de zero (e, consequentemente, a condutancia G aumentara
infinitamente) a medida que o comprimento L for reduzido a zero. Porém, se o sistema tiver
alguma de suas dimensdes reduzidas a ordem do livre caminho médio (¢,,), o espalhamento dos
elétrons torna-se inevitavel, o que contribui para manter a condutancia finita. Se considerarmos
que ndo existem interagdes entre os elétrons, podemos tratar a regido condutora como um géis de
elétrons bidimensional. Dessa forma, com a temperatura absoluta nula e sem reflexdao no guia
de ondas, os elétrons terdo energia no intervalo (; < E < Uy, onde U; corresponde ao potencial
quimico do reservatorio #, sendo igual a energia de Fermi do respectivo reservatorio para T = 0
[L5].

No equilibrio, os estados disponiveis no condutor sdo preenchidos de acordo com a

distribui¢do de Fermi-Dirac:

1
o(E) = (2.8)
IE) = L exp(E — ) JksT]
Para baixas temperaturas, aproximamos a distribuicao por seu valor a temperatura nula:
0,seu <E
fo(E)=6(u—E) = (2.9)
I,seu>FE

onde © € a func¢do unitdria de Heaviside.

Para o ponto quantico da figura[2.4] iremos adotar as coordenadas x e y nas diregdes
horizontal e vertical, respectivamente, de modo que os elétrons podem percorrer livremente o
guia na diregdo £ com continuos niveis de energia (L, > Ar), enquanto que na direg@o y, eles
estdo confinados, apresentando niveis quantizados de energia ou sub-bandas (para um sistema
cuja energia € continua em funcdo de uma varidvel e quantizada em fungdo de outra, possuindo
estados quantizados na fixagcdo da primeira varidvel, os niveis quantizados sdo chamados de

sub-bandas). Entdo, devido as condi¢des de contorno, um elétron neste sistema apresenta a
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funcdo de onda:

P(x,y) = ¢(y)e™, (2.10)

a qual fornece os respectivos valores de energia:

h2k2
2m’

En(ky) = E, + (2.11)

onde ¢ € uma func¢ao periddica, k, € a componente do vetor de onda na dire¢do X e E, representa
o subnivel de energia que correspondem a n-ésima sub-banda na direcao §.

Na figura sdo mostrados os niveis de energia das sub-bandas em funcdo de k.
Assumimos, entdo, que o elétron ndo pode ser transmitido através de um certo canal se sua
energia for menor que a energia da sub-banda referente a esse canal. Os canais para os quais a
energia é maior que a energia do elétron mais energético sdo ditos proibidos ou fechados. (Note
que, por simplicidade, estamos desconsiderando a probabilidade de tunelamento, uma vez que
tal probabilidade € muito pequena). Por outro lado, chamamos de canais abertos aqueles que

possuem energias menores ou iguais a do elétron mais energético incidente.

Figura 2.5: Griéfico de E, em func¢do de k,, conforme eq. (2.4). Quando 7 = 0, o potencial
quimico y; do reservatério i € igual a sua energia de Fermi Er que corresponde a energia do
elétron mais energético do reservatério. As linhas tracejadas representam as energias dos canais
fechados. O grafico ilustra o caso em que hd trés canais abertos.

E(kx)

Fonte: Ref.[20].

Esses elétrons possuem densidade de estados dada por p(E), tal que

B Numero de estados entre E e £ +dE B
N Comprimento total N

p(E)dE u(ky)dky, (2.12)
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em que o comprimento total é L, e o intervalo de energia entre E e E + dE compreende os
numeros de onda entre k, e k; + dk,. O numero de estados atrelados a uma variacao dk,
do numero de onda é obtido dividindo-se este comprimento no espago k, pelo comprimento
Aky =27 /Ly que cada estado ocupa:

w(ky)dky = Lidei - %dkx, (2.13)

em que s = 2 € o fator de degenerescéncia do spin. Como E = hzkf /2m, temos

2m dE  dE 2m OE\ !
dky=y] 55— ="""" = dE, 2.14
* W2 2VE 2 WPk, (8kx> 2.14)

de modo que substituindo a equagdo acima nas Eqs.(2.12)) e (2.13)), obtemos a densidade de

estados eletronicos:

1 /dE\ !
p:%(ak) . 2.15)

Além disso, convém salientar que para os contatos balisticos mostrados na figura[2.4]
os estados positivos de k., que denotaremos por +k,, sdo ocupados apenas por elétrons advindos
do reservatério 1, de modo que sua energia mdxima seja a do potencial quimico do reservatério
1 (1y), enquanto os estados —k, sdo ocupados apenas por elétrons do reservatdrio 2 até que a
energia maxima seja o potencial quimico do reservatorio 2 (Wy).

Sabemos que um gés de elétrons uniforme com # elétrons por unidade de comprimento
movendo-se a uma velocidade v transporta uma corrente igual a env. Sendo assim, através
da distribui¢do de Fermi-Dirac (2.9) e da densidade de estados (2.13), podemos calcular a
contribui¢do da n-ésima sub-banda na corrente advinda do reservatdrio 1 transportada pelos

estados +k,, da seguinte forma:

o M19E1 (dE\ ! e
+ _ _ _ _ — _
I = e/En WE)p(E)fo(E) dE = e T (_8k> dE ="~ (1 — Ey). (2.16)

Analogamente, a contribuicao da n-ésima sub-banda na corrente advinda do reservatorio

2, com estados —k,, sera:

0 w19dE1 (IE\ ! 2
In_:e/ V(E)p(E)fo(E) dE = e . hokn (ﬁ) dE:f(Hz—En)- (2.17)

n
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A corrente resultante vem do somatorio de todas as diferentes contribui¢des sobre todos
os N canais abertos. Logo,
N e

2
I= ZW(HI—.‘Q):N{(HI—NZ)- (2.18)

n=1

Como u = eV, em que V € a diferenga de potencial entre os reservatérios, a equagao anterior
pode ser reescrita na forma:
2¢?

I=N=—(Vi=V2). (2.19)

Agora podemos obter a condutancia de um condutor balistico:
2¢?

G= TN = GoN, (2.20)

onde Gy = 2¢*/h ~7.7480917 x 107> Q™! é 0 quantum de condutincia e N o nimero inteiro

de canais abertos que estd relacionado com a largura W na forma
krW
N:m%€7>. (2.21)

Com isso, percebemos que a condutancia I /V do sistema é quantizada em termos de Gy, como é
mostrado na figura2.6] O efeito da quantizacdo da condutancia foi primeiramente observado em

heteroestruturas semicondutoras de GaAs e Al-GaAs nas referéncias [[18, 21]].

Figura 2.6: Condutancia em fun¢do da voltagem de gafe em um contato quantico a 0,6 K
(GaAs/AlGaAs). Quantizagdo da condutancia em um condutor balistico.

—h
D T

G (2e2/n)

'DI\')-thL)(ZGIr

518 =16 =14 =12 -1
gate voltage (V)

Fonte: Ref. [18]].
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2.3 Teoria de Landauer-Biittiker

Nesta secdo, vamos discutir a teoria de Landauer-Biittiker, a qual fornece uma explica¢io
para a quantizacdo da condutdncia vista no final da sec¢do anterior. Para isso, seguiremos a
referéncia [15]. No modelo em questdo, o transporte eletronico € balistico, assim, para um

transporte desse tipo se faz necessdrio realizar trés considera¢des de suma importincia. Sdo elas:

i. o contato entre o terminal e o guia € ideal, entdo ndo existem reflexdes entre os terminais e
o contato, de modo que todas as particulas que saem do terminal entram no guia e seguem

para o centro espalhador;
ii. o condutor € balistico, portanto, ndo existem reflexdes dentro do préprio condutor;

1ii. o transporte ocorre a baixas temperaturas, logo, todos os elétrons responsaveis pela corrente

se encontram no chamado nivel de Fermi.

Antes de realizarmos a deducdo da férmula de Landauer, faremos uma breve andlise
da figura que ilustra o caso de um condutor conectado idealmente a dois terminais com
potenciais eletroquimicos distintos t; e Uy (com ;> up). Devido a diferenca de potencial
AU = U; — U entre eles, surgird uma corrente elétrica do terminal 1 (T.1) para o terminal 2
(T.2). Sendo assim, parte da corrente que sai do T.1 para o T.2, rotulada por I;, a0 encontrar um
condutor, € transmitida para T.2, na forma / T, e aoutra parcela dessa corrente ¢ refletida para o
T.1, chamada I;". Em caso de condutores ideais, temos /;” = 0, contudo, sempre existird uma
probabilidade de transmissdo 7" e uma probabilidade de reflexdo R dos elétrons ao passar através

de um condutor.

Podemos declarar, portanto, que a corrente que passa em cada terminal pode ser expressa

por (veja Eq. (2.19))
1=GAV, (2.22)

onde pode-se escrever G em func¢do do numero de modos transversais (N) e da probabilidade de
transmissao (7') ou reflexdo (R = 1 —T') do elétron ao encontrar um condutor. Dessa forma, a
equacao da condutancia pode ser escrita em fun¢do dos modos transversais e da probabilidade
de transmissdo na forma

2¢?
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Figura 2.7: A figura mostra um condutor mesoscopico ligado idealmente a dois terminais, que
tém dimensdes maiores que o condutor. Uma vez que o condutor é submetico a uma diferencga
de potencial quimico as cargas saem do terminal 1 e, ao encontrar o condutor, parte das cargas
sdo transmitidas para o terminal 2 e partes sdo refletidas para o T.1.

Terminal 1 Terminal 2
condutor
u 1 I i — uz
-—
I; I;

Fonte: Ref. [22]].

e, sabendo que o transporte eletronico estd no nivel de Fermi, entdo, Ar < W, logo N é dado por

N = int (2—W) . (2.24)
Ar

Usando a relagdo entre potencial quimico e tensdo, i; = eV;, o fluxo liquido de corrente
saindo do T.1 em direc¢@o ao T.2 pode ser escrito, utilizando as Egs. (2.22)) e (2.23)), em fungdo
de u do seguinte modo

2e

I = ZNA/,L, (2.25)

em que 7 = 1 pois ndo existem reflexdes entre os terminais e o guia, e AV = Apu/e. Consi-
derando o fator de transmissdo (7"), podemos dizer que a corrente que flui para o guia 2 é um

percentual da corrente injetada no guia 1 e pode ser escrita como

2e
I = -NTAu, (2.26)

sendo, portanto, o percentual da corrente refletida no guia 1 dado por

I = %N(l —T)Ap. (2.27)

Podemos interpretar o termo (1 — 7) na equag@o como a probabilidade de o elétron ser
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refletido ao passar pelo condutor, uma vez que ao somar todas as probabilidades de ocorrer um
evento, o resultado é 1. Dessa forma, como s0 existe a probabilidade T do elétron atravessar o
condutor e a probabilidade dele ser refletido R, entdo, T+ R = 1, o que resulta na relacio entre
ReT comosendoR=1-T [22].

A corrente liquida I que passa pelo condutor € a diferenca entre o fluxo incidente no
guia 1 (ver Eq. (2.29)), e o fluxo refletido pelo condutor de volta para o guia 1 (ver Eq. (2.27)),

que € igual ao fluxo transmitido através do condutor (ver Eq. (2.26)), ou seja,
b g 2e
I=If —Iy =1 =" "NTAp. (2.28)

Ela depende exclusivamente da diferenga de potencial quimico (Ap) entre os terminais aos quais
estd conectado o condutor, da probabilidade de transmissdo (7') e do nimero total de canais (N)
que encontram-se abertos no guia.

A condutancia do sistema € obtida dividindo-se a corrente que flui do guia 1 para o guia

2 (2.26), pela tensdo aplicada (AV = Apu/e), o que resulta em

I 2¢%
¢ NT. (2.29)

G: pu—
Hi—l  h

Nesta equagio o fator 2¢?/h é o chamado quantum de condutincia. O que reflete o cariter
quantico da mesma uma vez que, sendo N o nimero discreto de canais, ela pode ser expressa
como um multiplo desse fator de cariter quantico, conforme dito na secao anterior.

A equagio (2.29)) é conhecida como Férmula de Landauer para miltiplos canais [[15,23]
e relaciona a probabilidade de transmissd@o com a condutincia para estruturas mesoscépicas. Ela
também € escrita em termos dos autovalores de transmissao, conforme veremos ao longo desse

trabalho.

2.4 'Teoria do Espalhamento

O espalhamento de ondas é um tema que vem sendo estudado em vdrias dreas da fisica,
desde sistemas complexos até sistemas de uma tnica particula, o qual apresenta resultados exatos
diferente dos sistemas complexos [24]. O espalhamento no transporte de elétrons é um tema
bastante estudado ao longo dos anos, idealizado em guias de onda que ilustram os conceitos de

transporte quantico, modelando experimentos concretos [16].
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A amostra, ou cavidade espalhadadora pode ser conectada aos guias de onda que, por sua
vez, sdo acoplados aos reservatorios. Rolf Landauer observou a conexao entre a probabilidade de
transmissao eletronica através da amostra e o problema do espalhamento [25]]. Nessa abordagem,
as propriedades do transporte podem ser obtidas da matriz de espalhamento (matriz S) do sistema.
Na teoria do espalhamento, como veremos na sec¢ao a seguir, o centro espalhador € descrito por
uma matriz S que contem toda a informacao para a teoria do transporte de Landauer-Biittiker

(26, 27].

2.4.1 Matriz de espalhamento

Nesta subse¢@o, mostraremos que as amplitudes de transmissao e reflexdo sao elementos
de uma matriz, chamada de matriz de espalhamento do sistema. Novamente, seguiremos a
referencia [15]].

O transporte eletronico através de condutores pode ser caracterizado pela matriz de
espalhamento (ou matriz S) do sistema. Ela relaciona as amplitudes das ondas que entram
no condutor com as amplitudes das ondas que saem dele [15, 28]. Vamos iniciar com um
exemplo fisico de um transporte eletronico igual ao que fizemos na secao anterior, contudo,
faremos nossa andlise tendo em vista que a matriz S € a responsdvel por conectar as correntes de
entrada e saida na cavidade. Para isso, consideramos na figura[2.8|um condutor conectado a dois
terminais contendo trés canais de propagacdo de onda. As amplitudes das ondas incidentes sao
representadas por {a;}, em que a estd relacionado a amplitude de entrada, e i representa em que
canal a onda estd se propagando. Assim, como temos trés canais de propagacao teremos, ay, a;
e asz, e as amplitudes das ondas que saem do condutor sdo representas por {b;}, de modo que by,
b, e bz representam as amplitudes das ondas de saida do condutor [17, 22].

Para a representacdo ilustrada na figura[2.8] podemos relacionar as amplitudes das ondas

de saida com as amplitudes das ondas incidentes como

by S11S12 s13| |an

= (2.30)
by $21 $22 83| |az|’
D3] 831 s32 833 |a3]

em que s;; sd0 nimeros que representam o espalhamento das ondas na cavidade.
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Figura 2.8: Um condutor € ligado por contatos ideais a dois terminais, e existem 3 canais de
propagacdo, {a;} e {b;} representam as amplitudes das ondas incidentes e as amplitudes das
ondas que saem, respectivamente, do condutor. A matriz de espalhamento S desse sistema € do
tipo 3 x 3.

Terminal 1 Terminal 2
condutor
u I &> 4 L.
1 ‘ 1 by # uz
- — b az 2
I; ey <

Fonte: Ref. [22].

Podemos generalizar a relagdo acima para o nimero total de N canais de propagacdo

ool

em que b é o vetor associado as amplitudes das ondas que saem da condutor e a é o vetor

em todos os guias, da seguinte forma

associado as amplitudes das ondas que entram na cavidade a partir de todos os canais abertos em
todos os guias. Além disso, perceba que a Matriz S é quadrada do tipo N x N.
A probabilidade de transmissao 7, € obtida tomando o quadrado da magnitude do

elemento correspondente da matriz S

Tom = |Sum]* (2.32)

que € a probabilidade do elétron passar de um canal m para um canal n.

Para encontrar a fungéo de transmissdo 7, de um guia g para um guia p, temos que
obter a soma das probabilidades de transmissdo de todos os canais m no guia g para todos os
canais »n no guia p:

Tog=Y. ) Tm. (2.33)

meqnep
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Também podemos definir a fungdo de reflexdo R, em um guia g como sendo a fungdo

de transmissdo do guia g para ele mesmo, de modo que

Ryp=1-Y Ty, (2.34)
a7#p

E importante destacar que a matriz de espalhamento carrega toda informagdo do trans-
porte dos elétrons no sistema mesoscopico, que em sua forma geral, distribui as amplitudes de

transmissao em canais distintos [19]].

Pela lei de conservagdo da carga, a soma das amplitudes das ondas que entram na
cavidade deve ser igual a somas das amplitudes das ondas que saem da cavidade. Dessa forma,

podemos escrever

Y laml* =Y aham =Y |bw> =Y. b} bm (2.35)
m m m m

0 que nos leva a concluir que

la> =a’a=b'b = |b?, (2.36)

Voltando para a equagdo (2.31)), podemos escrevé-la como
b = Sa. (2.37)
Tomando o transposto conjugado, obtemos:

b’ =afS". (2.38)

Multiplicando (2.37)) pela (2.38)), temos

b'b =a’S'Sa. (2.39)

Sendo assim, é possivel concluir que, para obedecer a lei da conservagdo de carga (2.36), a

matriz de espalhamento S deve satisfazer

S's =1. (2.40)

A relagdo acima nos mostra a unitariedade da matriz de espalhamento [15], que tem como
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consequencia fisica a conservagao de carga, isto €, no transporte eletronico, nenhuma carga é
perdida, destruida ou absorvida pelo centro espalhador, de modo que ou a carga foi transmitida

ou refletida.

Sendo a matriz unitdria, chegamos a seguinte conclusao
ST=8"1 (2.41)

que em termos dos elementos da matriz S resulta

N N
Y Lsmnl* =Y Isnm|*- (2.42)
m=1

m=1

Essa equacdo respeita perfeitamente as relagdes entre as probalidades de transmissdo. Assim,
a transmissao entre dois canais é a mesma independente do espalhamento ir de um canal m no

guia g para um canal n no guia p ou o inverso.

Podemos separar a matriz de espalhamento em blocos conforme mostrado abaixo
S = (2.43)

onde r e ¥’ sdo as matrizes de reflexdo, enquanto que ¢ e ¢’ s30 as matrizes de transmissio.
Além disso, podemos relacionar a condutancia de Landauer com os blocos de transmis-

sdo da matriz de espalhamento [15, 29, 30]:
. N
G=GoTr(tt")=Go Y. T, Go="— (2.44)
n=1

onde {Tn}f;’:1 sdo os autovalores de transmissdo da matriz 7 obtida via matriz S.
A matriz de espalhamento também pode apresentar outros vinculos importantes, além
da conservacdo da carga, como por exemplo, a sua relacdo com a simetria de reversdao temporal

(SRT), que, além de ser uma tema relevante para a TMA, mostra que a matriz S é simétrica.

Consideremos a equacgao de Schrodinger que, para campo magnetico nulo, B = 0, pode
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ser escrita da seguinte maneira

{zi (—ih§>2+v(?)] y(r1) = ih%y/(?,t). (2.45)

m

Se o Hamiltoniano preserva a SRT, entdo, para cada solugdo y/(7,t), a sua conjugada
y*(7,t) é solugdo da equacdo revertida no tempo (r — —¢) [31]] . Assim, na base do espalhamento
a reversdo temporal inverte o sentido de propagcao da ondas nos guias, ou seja, transforma uma

onda de entrada numa onda de saida e vice-versa.

Potanto, para o problema revertido no tempo, a matriz de espalhamento (2.37) se torna
a* =8§,,b". (2.46)

Dessa forma, se o sistema € invariante sob reversdo temporal, comparando as equagdes (2.37)) e

(2.46), temos que S,., = S, de modo que podemos escrever a equagio anterior na forma
a* = Sb*. (2.47)
Se tomarmos a inversa de S na equacao acima, teremos
a*S~! =p*. (2.48)
Voltando a analisar a matriz da Eq.(2.37)) e tomando o seu complexo conjugado, teremos
b* = S*a*. (2.49)
Entao, comparando as Egs. e (2.49)), concluimos que
S'S=1. (2.50)
Este vinculo, combinado com a condi¢@o de conservagao da carga (2.40), fornece
S =8" = 8§T=s5, (2.51)

em que S” é matriz transposta da matriz S. Portanto, a SRT implica que a matriz S é simetrica.
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Caso seja aplicado um campo magnético ao sistema, essa condi¢ao de simetria é quebrada, de
maneira que ndo poderemos mais escrever essa relacdo, ficando somente com a condicado de
unitariedade da matriz de espalhamento (2.40).

Outra simetria importante da matriz de espalhamento surge quando levamos em conta
o grau de liberdade do spin dos elétrons. Nesse caso, os elementos da matriz de espalhamento
sij na Eq. (2.30) serdo quatérnions e havera grau de liberdade de rotagdo, devido ao spin das
particulas [30]. Portanto, podemos perceber que a depender do problema, a matriz S em certas
condi¢Oes deve satisfazer algumas simetrias, contudo, para todos os problemas a condi¢do de

conservacao da carga é sempre garantida [22].

2.5 Teoria de Matrizes Aleatorias

A Teoria de Matrizes Aleatodrias (TMA) foi desenvolvida pelo fisico e matematico
Eugene Wigner em 1957, com o objetivo inicial de estudar as distribui¢cdes dos niveis de energia
de nucleos pesados no campo da Fisica Nuclear [32, 33} [34]. Nos atémos, existe uma grande
quantidade de cargas distribuidas ao longo das Orbitas, portanto para analisar a distribui¢do dos
niveis de energia, Wigner utilizou ferramentas estatisticas, e ensembles de matrizes aleatorias
[35]. Em seguida, Dyson estabeleceu os fundamentos matematicos da TMA, sendo o responsavel
pela classificacdo dos ensembles de acordo com a presenga ou auséncia de determinadas simetrias,
como a simetria de reversdo temporal e a simetria de rotacdo de spin [36]. Na TMA, no que
refere-se a universalidade dos transportes [29], os fendmenos sdo considerados universais no
sentido de que nao dependem do tamanho da amostra ou do grau de desordem do sistema, apenas
de algumas simetrias.

A TMA ¢ uma teoria consolidada e vem tendo uma vasta aplicacdo em fenomenos de
transporte eletronico em que a dindmica da particula é cadtica [1,32]]. Dentre os dispositivos
eletronicos modernos em que podemos aplicar a TMA, podemos destacar as cavidades balisticas
caodticas. Essas cavidades balisticas sdo também conhecidas como pontos quanticos, ou bilhares
cadticos [39], conforme mostrado na Figura@ Nos bilhares que estudaremos neste trabalho, a
fun¢do de onda da particula serd descrita pela equacdo de Schrodinger. Além dessas cavidades
balisticas, o transporte eletronico também pode ocorrer em um bilhar quantico de Dirac, como
o grafeno e os isolantes topoldgicos, por exemplo, em que a fun¢do de onda da particula é

descrita pela equagdo de Dirac, bem como também em dispositivos hibridos que utilizam uma
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Figura 2.9: Em (a), um ponto quantico construido sobre um GE-2D e em (b), sua visdo cléssica.
O ponto quantico tem analogia cldssica a uma cavidade na qual os elétrons sdo refletidos nas
fronteiras, semelhante a uma mesa de bilhar. Neste ponto quantico a fun¢@o de onda da particula
¢ descrita pela equacao de Schrodinger.

Fonte: Refs. [37,38].

jun¢do supercondutor-metal na forma da figura[2.10} Nesse caso, temos um novo bilhar quintico
conhecido como Bilhar de Andreev, onde a reflexdo de Andreev e os pares de Cooper induzem a
simetria particula-buraco no sistema [32].

Figura 2.10: A Figura mostra um ponto quantico hibrido com suas caracteristicas basicas. Em

(a) Micrografia eletronica de um ponto quantico com interface Normal - Supercondutor- Normal
e em (b), A imagem ampliada da heterojuncio.

Fonte: Ref [40].

No transporte de cargas através de pontos quanticos cadticos, a dindmica no interior da
cavidade pode ser descrita por uma matriz hamiltoniana (H) aleatdria, pertencente ao ensemble
gaussiano, o qual possui classes de universalidade que dependem de vinculos e simetrias da
cavidade [19]. As classes mais comuns s3o as de Wigner-Dyson, onde cada classe é representada

pelo indice de simetria 8, que corresponde ao nimero de graus de libertade dos elementos de
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Tabela 2.1: Resumo da classificacdo de Dyson. Os ensembles sdo classificados pelo indice
B dependendo da presenca ou auséncia de simetria de reversdo temporal (SRT) e simetria de
rotacdo de spin (SRS).

Classe de Simetria Ensemble 3 SRT SRS Nomenclatura
Wigner Dyson Ortogonal 1 sim sim ECO
Unitario 2 ndo irrelevante ECU
Simplético 4 sim ndo ECS

Fonte: Adaptada da Ref.[31]

matriz. As trés classes de Dyson sdo: classe ortogonal, classe unitdria e classe simplética. A
classe ortogonal € aplicada a cavidades que preservam a simetria de reversao temporal e de
rotagdo de spin, e que € caracterizada pelo indice de simetria § = 1. A classe unitdria se aplica a
cavidades onde existe a quebra da simetria de reversao temporal, causada, por exemplo, pela
aplicacdo de um forte campo magnético ou por impurezas magnéticas, o indice de simetria
vale B = 2. Por fim, a classe simplética, com indice de simetria 8 = 4, descreve sistemas com
simetria de reversao temporal, na auséncia de invariancia sob rotacao de spin devido a uma forte
interagdo spin-Orbita, por exemplo [29].

Alternativamente, podemos estudar as propriedades de transporte eletronico através
da Matriz de espalhamento (S). Nessa abordagem, a cavidade cadtica é descrita diretamente
por S sem se referir a H. Para isso, usamos o ensemble circular, o qual apresenta as mesmas
classes de universalidade de Wigner-Dyson. Na tabela [2.T|apresentamos um resumo contendo
caracteristicas das trés classes de Wigner-Dyson.

Além das classes de simetria apresentadas anteriormente, outras foram introduzidas
por Shuryak [41] e Verbaarschot [42], tornando possivel o estudo de fendmenos de transporte
em sistemas que t€ém redes bipartidas, como sio os sistemas quirais e, também por Altland e

Zimbauer [43]] de maneira que a TMA foi aplicada a sistemas em contato com supercondutores.

2.5.1 Teoria de matrizes aleatérias para o ensemble circular de Dyson

O ensemble circular de matrizes aleatdrias foi introduzido por Dyson em 1962. As
matrizes que fazem parte desse ensemble sao unitarias [36]. O ensemble circular, assim como o

ensemble gaussiano, apresenta trés classes de universalidade referentes a simetria e vinculos do
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sistema (veja a tabela[2.1)). S@o essas classes que determinam a forma das matrizes.

Seja Ug, por exemplo, uma matriz pertencente ao ensemble circular, em que § = 1,2, 4
sdo os indices de simetria de Dyson. Novamente, f = 2 se aplica ao caso de SRT quebrada
por um campo magnético ou por impurezas magnéticas, enquanto que na presenca de SRT,
temos B = 1 se o spin do elétron é conservado e B = 4 se a SRS € quebrada devido a uma forte
interagdo spin-orbita, por exemplo.

Portanto, as trés classes do ensemble circular sao:

Ensemble circular unitario (ECU): Representado pelo indice de simetria f =2. A
simetria de reversio temporal é quebrada devido a um campo magnetico ndo nulo (B # 0).
Portanto, sem a imposicdo da simetria de reversdo temporal, a Unica exigéncia para a matriz

pertencente ao ECU € que ela seja unitdria, ou seja,
U, =ul. (2.52)

Ensemble circular ortogonal (ECO): Representado pelo indice B = 1. Nesse caso,
temos a preservacao da simetria de reversao temporal e a invariancia sob rota¢ao de spin, o
campo magnético externo € nulo (B = 0) e ndo ha interagdo spin-Orbita. Logo, além de ser

unitdria, a matriz pertencente ao ECO deve ser simétrica, e portanto, pode ser escrita na forma:

U, =U0,. (2.53)

Ensemble circular simplético (ECS): Representado por B = 4. Neste caso, ocorre a
preservacdo da simetria de reversdo temporal sem a invariancia sob rotac¢do de spin, o campo
magnetico € nulo (B = 0), mas ha uma forte interacao spin-6rbita. Por isso, a matriz do ECS

deve ser unitdria e autodual. Respeitando estas imposi¢des, podemos escrever essa matriz como
_ 1R
Uy = U5 Uy, (2.54)

com UR = KUTK™!, onde K é um operador unitdrio e K~! é a matriz inversa referente ao
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operador K. Além disso, o operador unitario K possui a seguinte forma:

K=i . (2.55)

onde cada elemento é um bloco 2 x 2 e 6, é uma das trés matrizes de Pauli [19]:

o] = , Oy = , 03= (2.56)

Para um simples condutor ligado a dois terminais, a matriz de espalhamento do sistema
(S) terd um tamanho N7 x N7, em que Ny = N; + N,, escrevendo em termos dos coeficientes de

transmissao e reflexdo, teremos que

r 1t
s— | " (2.57)
1 I

A condutancia pode ser obtida pela férmula de Landauer (2.44)):
G
o= Tr(ty1,) = Tr(C1SC,ST). (2.58)
0

As matrizes C; e C; sdo chamadas matrizes de projecao:

C, = . Cy= : (2.59)
0 0 0 In,

As matrizes de projecdo sdo sempre matrizes que obedecem a operagdo de multiplicacio
Tr(C;C;) = 6;;, e cujo traco é sempre nao nulo, Tr(C;) = N;, exibindo o numero de canais abertos

no guia i. Portanto, seguindo as referencias [1,44], podemos concluir que a média da condutancia
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para as trés classes de WD ¢é

NN
G) =Gy ———, 2.60
(G) O Ny 11 2/B (2.60)
e a variancia da condutancia,
2NIN>(N; —1+2 No—1+2

B(Nr—1+4/B)(Nr —2+2/B)(Nr —14+2/B)%

em que f3 representa o indice de simetria de cada classe.



Capitulo 3

Transporte eletronico em cavidades
mesoscopicas caoticas com guias ideais:

uma analise via método Tight-Binding

3.1 Modelo Tight-Binding

Um dos métodos padrdo utilizados para resolver problemas de potenciais periodicos,
encontrado na teoria de transporte eletronico em sélidos € o LCAO (Linear Combination of
Atomic Orbitals) ou Método Tight-Binding (TB) [[1'/7]. Este foi desenvolvido por Felix Bloch
(1928) em sua tese de doutorado, para o estudo de estruturas eletronicas dos sélidos, e consiste
em fazer uma combinacdo linear de orbitais atdmicos, localizados nos varios atomos do cristal.
E um modelo muito conveniente e transparente para a descricio de estruturas eletrénicas em
moléculas e solidos.

O Método TB € um modelo semiempirico, computacionalmente rapido e uma ferramenta
muito eficaz para descrever o movimento dos elétrons em sélidos. Isso justifica a sua utilizagao
para o estudo de sistemas grandes, onde a célula primitiva apresenta alguns milhares de atomos.
Ele € baseado na representacdo dos estados quanticos de uma particula no cristal como uma
combinacao linear dos orbitais localizados sobre os sitios atdmicos [45]].

O Modelo TB de um sistema € obtido atrdves da discretizagdo do hamiltoniano de sua
rede, de modo que todos os seus sitios representem apenas um atomo, ou uma regido com alguns

atomos, mas que deva ser pequena em comparacgdo as caracteristicas fisicas relevantes [17]. Um



3. TRANSPORTE ELETRONICO EM CAVIDADES CAOTICAS COM GUIAS IDEAIS: UMA
ANALISE VIA METODO TIGHT-BINDING. 28

potencial do tipo v(¥ — I?,-) ¢ criado em cada sitio i da rede de Bravais, o potencial total é dado
porV(7F) =Y R v(F— R}) e o elétron da camada mais externa (nivel mais alto) esta sujeito a este
potencial. O elétron pode saltar para &tomos vizinhos e, dessa forma percorrer toda a estrutura.
Se a sobreposicdo e o salto sdo pequenos, nesse caso, cada uma das faixas de energia permitidas
serd formada a partir dos mesmos autoestados entre as bandas e estados localizados. Por outro
lado, aumentando o parametro de salto, a banda se torna mais ampla e eventualmente se sobrepde

a proxima banda [45]]. Na figura[3.1]ilustramos essa descrigdo.

Figura 3.1: Cadeia monoatomica com dtomos identicos (vermelho), com seu respectivo potencial
v(F — R;), igualmente espagados por R; e, os termos de hopping t.

t t t
72 72 N

— R —

Fonte: Ref. [45].

3.1.1 Hamiltoniano Tight-Binding

Consideremos um modelo que descreve um metal ou um semicondutor que € um gas de
elétrons ndo interagentes, isto é, desprezam-se as colisdes entre os elétrons, com carga —e (e > 0)
e massa efetiva m, ¢, sujeitos a um potencial de desordem V (7).

O hamiltoniano para um elétron em um atomo € expresso na forma

ﬁZ

H —
2m,

V() (3.1)

onde V (7) descreve o potencial de confinamento dentro do condutor e o potencial de distribui¢do

das impurezas estdticas que se encontram espalhadas no condutor.

3.1.2 Discretizacao do Hamiltoniano

O Modelo Tight-Binding decreve os materiais em termos de orbitais atdmicos em uma

rede. Em um determinado sistema, onde existem guias levando ondas planas para dentro e para
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fora da regido de espalhamento, o hamiltoniano tem um conjunto de graus de liberdade, sendo

descrito como [4]]

— T
H =Y Hijclc; (3.2)
ij
onde c:-r e c¢; sdo, respectivamente, operadores de criagdo e aniquilagdo fermidnicos, i € j rotulam
os diferentes graus de liberdade do sistema e H;; sdo os elementos de uma matriz hermitiana

infinita. Alternativamente, podemos escrever o mesmo hamiltoniano em primeira quantizag¢ao da

seguinte forma [4]

H =) Hijli) (Jl (3.3)
ij

onde os estados |i) correspondem tipicamente aos sitios em uma rede e aos graus de liberdade
adicionais, por exemplo, orbitais e spin. Para que possamos utilizar o hamiltoniano da Eq. (3.1)),
no modelo TB, precisamos discretizd-lo. Por questdes de simplicidade, sobretudo nas simulacdes
realizadas, utilizamos os sitios de uma rede quadrada com parametro de rede constante a igual a
1. A figura[3.2 mostra graficamente essa discretiza¢do, onde cada sitio com coordenadas da rede

(i, J) estd no espago real de coordenadas (x,y) = (ai,aj), dessa forma:
i, ) = lai,aj) = |x,y) (3.4)

Figura 3.2: Rede em 1D no limite continuo, sendo graficamente discretizado. Pode-se observar o
aparecimento dos sitios quantizados e igualmente espagados de a.

‘1— a —I-“i— 1 —I-‘

T Ir; T

Fonte: Ref. [17]]

Usando o método das diferengas finitas, encontramos por aproximacao [[17]:

dy(x) _ylx+a)—-ylx—a)

~
~

dx 2a ’
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d*y(x) 2y(x) —y(x+a)—y(x—a)
~ . (3.5)
dx? a?

A partir das Egs. (3.4) e (3.5) verificamos que a funcdo de onda estd sendo aplicada
somente nos pontos (sitios) separados por a. Logo, substituimos as coordenadas espaciais por
uma rede discreta espagada de a.

Assim, o hamiltoniano do sistema, apés a discretizagdo assume a forma

5 2y (xi) — w(xi—a) — y(xi+a)] = Ey(x;) (3.6)

Da Eq. (3.6) podemos definir a quantidade ¢ = %% /(2m, sa*) que tem dimensdo de energia e que
depende da constante de rede a. Finalmente, temos agora todos os parametros necessarios para
expressar o hamiltoniano continuo na forma do modelo TB. Assim, escrevendo os pontos da rede
x; como uma base |x;) e tomando o limite de a — 0, o operador diferencial de segunda ordem 92

pode ser expresso como

o; = 22 i+ 1) (i, ]+ i) 4+ 1, = 218) () (3.7)
i,j

Analogamente, para o operador diferencial de segunda ordem 8y2, temos
9y 2Z\lj+ (i, 14 1i,4) Gy g+ 1] =216, ) (i, j)- (3.8)
Substituindo os operadores diferencias no hamiltoniano, obtemos

H= Z[ (ai,aj)+40)[i, j) (i, jl = t(Ji+ 1, ) G, jl+ i, ) i+ 1, ]

16+ 1) Gl [ ) G g+ 1)) (3.9)

Observe que o fator 4¢, assim como o potencial de desordem, nao tem interacdo com os
vizinhos préximos, dessa forma, seus valores serdo depositados nos sitios da rede [[17]. Por outro
lado, o valor da energia —t representa interacao entre os vizinhos, em razao desse comportamento

serd denominado de “energia de salto”.

Generalizando o problema para duas e trés dimenssdes, o hamiltoniano continuo toma a
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forma diferencial
hZ

\%23 (3.10)
Zmef

H=-—

Na figura podemos observar que a energia nos sitios cresce de acordo com a
dimensdo da rede. Para redes 1D, a energia nos sitios € 2¢, para redes 2D, a energia € 4¢, e para
redes 3D, a energia € igual a 6¢. A energia de salto, por sua vez, ndo depende da dimensdo da
rede, tendo sempre o mesmo valor —¢. No presente trabalho, utilizamos o parametro de 4¢, pois

usamos uma rede bidimensional.

Figura 3.3: Representagdo grafica de redes em 1-D (A), 2-D (B) e 3-D (C). As energias localizadas
nos sitios tem uma dependéncia de dimensionalidade. O mesmo nao ocorre com a energia de
salto —¢, entre os sitios vizinhos, que estd em todas as dire¢des x, y, Z.

Fonte: Ref. [17]

3.2 Transporte eletronico através de uma cavidade conectada
por guias ideais

Conforme discutido na se¢do [2.5.1] sabemos que para descrever o espalhamento quan-
tico cadtico, a matriz S pode ser modelada usando a TMA. Existem dois formalismos equivalentes
para esse fim, a saber, a abordagem da Matriz de espalhamento e a abordagem Hamiltoniana. No
primeiro, a matriz S é modelada diretamente como uma matriz aleatdria unitdria com medida
de probabilidade descrita pelo kernel de Poisson. Por outro lado, na dltima, estocasticidade
€ incorporada na matriz S através do hamiltoniano que descreve o centro de espalhamento.
Considerando um acomplamento perfeito entre os canais abertos e o centro espalhador, o kernel

de Poisson se reduz a medida de Harr sobre matrizes unitdrias e, consequentemente, a matriz S
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pertence a um dos conjuntos circulares de Dyson. No contexto de sistemas mesdscopicos, isso é
denominado de cavidades cadticas com contatos pontuais (guias ideais, com probabilidade de

tunelamento 7; = 1 para todos os j). [13] .

3.2.1 Autovalores de transmissao e propriedades de transporte

Para nosso problema, assumimos que a cavidade mesoscOpica (um ponto quantico) sob
investigacao estd conectada a dois guias ideias, que suportam n € m canais abertos. A matriz
S, nesse caso, tem dimensdo Ny, onde Ny = n+m € o numero total de canais abertos. Além
disso, conforme abordado anteriormente, ela pertence a classe ortogonal (8 = 1) ou unitéria
(B = 2) do ensemble circular de Dyson, dependendo das simetrias apresentadas pelo sistema. E
conveniente considerar a estrutura de blocos da matriz de espalhamento S em termos de matrizes

de transmissdo (z,¢') e reflexdo (r,r)

Tnxn  Inxm

S = . (3.11)
txn Tmsxcom

Devido a unitariedade da matriz S, as matrizes 77,7, 1 —rrf e 1 — /¥ tém os
mesmos autovalores diferentes de zero. Introduzindo T = #¢7 como a matriz de transferéncia,
os autovalores de 7', denotados como Ty, ..., T, onde n = min(n,m), sdo chamados autovalores
de transmissao [} [13]. A partir da distribuicao de probabilidade das matrizes de espalhamento,
pode-se determinar a densidade de probabilidade conjunta dos autovalores de transmissao.

Para guias ideias, a densidade de probabilidade conjunta de autovalores de transmissao

pode ser derivada do ensemble circular de matrizes de espalhamento [1,19,|13] e é dada por

PO(Ty, ... 1) = CP) | an(Th, . T) P T T (3.12)
=1

onde o« = B(m—n+1)/2—1, nem sdo os nimeros de canais nos guias da esquerda e direita,
respectivamente, € Ap(T1,...,Tn) = [T < jcpen | Tk — T]|ﬁ ¢ o determinante de Vandermonte. A

constante de normalizacdo Cr(lﬁ ) pode ser calculada usando a Integral de Selberg [32] e é dada por

o r<§+1>r(§(n+j—1)+a+2)
_j:or<§j+1>r<§j+a+1)r(%(j+1)+1>'

(3.13)
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Uma vez que a densidade de probabilidade conjunta dos autovalores de transmissao
€ conhecida, podemos calcular observaveis fisicos de transporte importantes. Neste trabalho,
investigamos principalmente duas propriedades — condutancia de Landauer e poténcia do ruido
de disparo. Nas proximas se¢des, fornecemos alguns detalhes sobre essas propriedades e seus

resultados exatos para pontos quanticos com guias ideais.

3.2.2 Condutancia

A condutancia (adimensional) de Landauer em termos dos autovalores de transmissao é

dada por [1}13]

G n
g=—=Y Tj, (3.14)
Go ];1 ’

onde Gy = 2¢?/h se levarmos em consideragio o spin do elétron. Essa expressdo também &
conhecido como a férmula de Landauer. Em termos dos elementos da matriz de espalhamento

sij, a formula de Landauer torna-se [3]

g= [sis”- (3.15)

n m
i=1 j=n+1
A condutancia de Landauer € uma quantidade muito importante quando se trata de pon-
tos quanticos. Vérios fendmenos caracteristicos tais como flutuagdes universais da condutancia e

a localizacao fraca podem ser estudados através das estatisticas de condutancia de Landauer.

Distribuicao da Condutancia

A distribui¢do de condutancia (adimensional) é dada por [, 9]

1 1
Fg(ﬁ)<g>:/0 /O 5<g_ZT1> PBN(Ty, ..., T,)dT,...dT,. (3.16)
J

Tomando a transformada de Laplace da equagdo acima, obtemos

1 1
Fgw)(s):/o /0 e T) pB)(Ty, ..., T,) AT, ..dT,

1 1 n

:/ / P\ AT, TP [ [ e T aTy..dT, (3.17)
0 0 s
j=1
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onde Fg(ﬁ)(s) =Y {Fg(ﬁ) (g)} ¢ a transformada de Laplace de Fg(ﬁ) (g)-

Resolver essa integral ndo parece possivel na configuracdo geral. Entretanto, essa tarefa
foi realizada na Ref. [9] para os casos onde o nimero de canais nos guias € relativamente pequeno,
que € o0 nosso objeto de estudo, uma vez que estamos particularmente interessados nos casos com
numeros de canais pequenos, onde as distribui¢des sdo em grande parte nao gaussianas. Em parti-
cular, consideramos os niimeros de canais abertos como (n,m) = (1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)
e (3,3) para os casos em que B = 1 (ECO) e = 2 (ECU).

Portanto, seguindo a Ref. [9], apresentamos os resultados exatos para as distribui¢des

da condutancia.

Resultados para ECO (f =1)

en=lem=1,2,3

Fél)(g)zgg%”, 0<g<l. (3.18)

en=2em=2
FD (o) = 2o _2(a—1)20(0—1 0<o<? 3.19
g(g)—z[g (g—1)/"©(g—-1)], <g<2. (3.19)

en=2em=23

(1) 3.9

Fg (g)zi[g —4(g—1)0(g—1)], 0<g<2. (3.20)

en=3em=3
8¢, 0<g<l,

5

55 3587 —175¢° +273¢— 125 -8(g —2)3 (g +5)0(g —2)], 1<g<3.
(3.21)

Resultados para ECU (8 =2)
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en=1lem=1,2,3

Fg(Z) (g) =mg" !, 0<g<l. (3.22)

en=2em=72

F(g) = B (3.23)

en=2em=3

F(g) = - (3.24)

en=3em=3

218 —3(g—1)*(g* —4g> +62g — 2282 +309)0(g—1)], 0<g<2,

(3.25)

3.2.3 Poténcia do Ruido de Disparo

A teoria do espalhamento também pode ser empregada para outras propriedades de
transporte como flutuacdes temporais da corrente, que fornecem informagdo adicional sobre
o processo de transporte. As flutuacdes da corrente elétrica em torno de seu valor médio sao
chamadas, de maneira geral, de ruido. Ha dois tipos principais de ruido elétrico, a saber, o ruido
térmico, relacionado as flutuagdes dos nimeros de ocupacdo dos reservatorios, € o ruido de
disparo, que se origina da discreteza da carga elétrica [46]. A temperatura zero, apenas o ruido
de disparo esta presente, ao passo que o ruido térmico domina para temperaturas altas. O ruido
de disparo €, portanto, um fendmeno intrinsecamente de nao-equilibrio e fornece informagdes

sobre a correlagdo entre as cargas devido ao principio de Pauli [47].
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A poténcia do ruido de disparo estd relacionada aos autovalores de transmissdo (a

temperatura zero) da seguinte forma [[13]:

| ~

p =Y 1;,01-1)) (3.26)
j=1

J

v

0

onde Py = 2¢V Gy,.

Convém notar que a poténcia do ruido de disparo ndo € proporcional a condutancia,
mas a soma dos produtos das probabilidades de transmissado e de reflexao dos canais. Além disso,

V =0 implica P = 0, o que demonstra seu carater de ndo-equilibrio [46]].

Distribuicao da poténcia do ruido de disparo

A distribui¢do de probabilidade da poténcia do ruido de disparo ja é conhecida na
literatura para 3 = 1,2 no caso onde hd um tnico canal presente em um dos guias (digamos, a
esquerda) [48]]. No entanto, seguindo as Referéncias [13] e [5], vamos apresentar os resultados
exatos da distribui¢do da poténcia do ruido de disparo para os casos n = 1 e n = 2 mantendo m

arbitrario.

Resultados para COE (f = 1)

e Cason=1em>1

FV(p)

(p)©(1—4p).
(3.27)

2/T—4p 2 2

e Cason—2em=2
Usando as Eqs. (3.12) e (3.26), a PDF para a poténcia do ruido de disparo pode ser

expressa em termos de uma Unica integral como

F(py <m0~ 1) /1 PR
b 8 0 /1—4(p—x+x2)
X [x(_’"‘”/ 2l — x| 22 —x|] 0(x_)0(x}), (3.28)

onde



3. TRANSPORTE ELETRONICO EM CAVIDADES CAOTICAS COM GUIAS IDEAIS: UMA
ANALISE VIA METODO TIGHT-BINDING. 37

Xy = {1 /1 —4(s—x+x2)} /2. (3.29)

Resultados para CUE (8 =2)

e Cason=1em>1

FP(p) = O(p)e(1—4p).

(3.30)

s () oy

e Cason=2em=2
Analogamente, usando as Eqs. (3.12) e (3.26)), a expressdo para a distribui¢do da poténcia

de ruido de disparo pode ser expressa em termos de uma tnica integral na forma

@, m(m*—1) ! A2
F,”(p) B a— /0 dx VT
X [xT_z(x_ —x)2 X (g —x)z] O(x_)O(xy), (3.31)

onde x4 € dado pela Eq. (3.29). A integral acima pode ser resolvida explicitamente para

diferentes valores de m caso a caso. Para m = 2, por exemplo, obtemos

3(1—-2 —4tan~ ! (yT—=4p)], 0<p< 1
£ (p) = (1-2p)[w—4tan™( p)] pP<jz (3.32)

3(1-2p)m, 1<p<3

3.3 Kwant

Kwant € um pacote python de c6digo fonte aberto que permite calcular propriedades de
transporte de sistemas quanticos de qualquer dimensdo e geometria que possam ser descritos
por um modelo Tight-Binding. Este pacote utiliza, por padrio, a abordagem da fun¢do de onda
e soluciona problemas de espalhamento via matriz S para qualquer sistema de interesse [4].
Portanto, uma vez que o usuério informa ao Kwant o Hamiltoniano discretizado (que em nosso
caso, é o dado pela (3.9)), a rede de Bravais, a geometria do centro espalhador, e a geometria dos
eletrodos, € possivel extrair as propriedades fisicas do sistema de interesse utilizando comandos

simples. Dessa forma, dedicamos esta sec@o a descricdo da forma como as simulagdes que deram
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origem a este trabalho foram realizadas.

Nesta dissertagcdo, usamos a biblioteca Kwant para estudar as distribui¢des da condu-
tancia de Landauer e a poténcia do ruido de disparo em duas geometrias que sao conhecidas
por serem classicamente cadticas, a saber, um quarto de estddio de Bunimovich e um quarto
de bilhar de Sinai. Usamos Kwant para definir essas geometrias com parametro de rede a = 1
e conectarmos os dois guias aos sistemas cadticos em questdo. Afim de examinar o caso de
guias ideais, atribuimos ao guias valores dos parametros V e t iguais aos dos bilhares, ou seja,
V =0et=1. Além disso, para a implementacdo, em kwant, do campo magnético aplicado
perpendicularmente aos sitemas, introduzimos nos termos de hopping um termo conhecido na

literatura como fator de Peierls [[13}49]] dado por
l - =
6 — / Adl (3.33)
k

onde usamos a condi¢do de calibre A= (—By,0,0), de modo que o campo magnético é dado por
B= (0,0,B), o qual serd medido em termos do fluxo magnetico adimensional ¢ = /&, onde
® = Ba? é o fluxo magnetico através de uma drea atedy=nh /e é o quantum de fluxo [[1350].
Na Eq. (3.33)), k e [ referem-se as posi¢oes dos sitios da rede onde o salto é implementado.
Os resultados obtidos nas simulacdes via Kwant, realizadas na presenca e auséncia de campo
magnético, sdo comparadas com as previsoes analiticas da TMA para os ensembles circulares

ortogonal e unitario, respectivamente.

3.3.1 Simulacoes via Kwant

Para nossas simulacdes de transporte eletronico caético usando Kwant, consideramos
dois tipos de bilhares com guias conectados a eles — um quarto de estddio de Bunimovich e
um quarto de bilhar de Sinai. Os dois s@o bem conhecidos por apresentarem comportamento
cadtico. Escolhendo a rede de modo que tenha tamanho unitério, o quarto de estadio consiste
em uma parte retangular de tamanho 180 x 110 com um quarto de circulo de raio 110. Os guias
sdo anexados nas posi¢des (95,100) e (200,205). O quarto de bilhar de Sinai compreende uma
regido quadradra de tamanho 200 x 200 com uma parte eliptica de eixos 100 e 125 removida.
Os guias para o Sinai estdo anexados em (100,200) e (200,95). Os dois guias conectados a
cavidade, sdo definidos usando simetria translacional e sdo responsaveis pelo espalhamento. As

imagens desses sistemas estdo ilustrados na figura (3.4
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Figura 3.4: Sistemas cadticos usados para estudar as propriedades de transporte quantico: um
quarto de estddio de Bunimovich (a esquerda) e um quarto de bilhar do Sinai (a direita). As setas
apontam para os guias (em vermelho) conectados aos sistemas de bilhares.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

A espessura dos guias em ambos os sistemas pode ser variada para controlar o nimero
de canais. Aqui, quando a largura do guia tem 5 unidades de comprimento, o nimero de canais
€ 1. O nimero de canais determina o tamanho da matriz S. Por isso € interessante explorar
os casos envolvendo pequenos nimeros de canais, pois estes mostram forte comportamento
ndo gaussiano nas distribui¢cdes da condutancia e da poténcia do ruido de disparo, conforme
mostraremos mais a frente. Em particular, mantemos o nimero de canais em um dos guias fixos
em 1 e variamos o nimero de canais no outro guia (aumentando a largura). Por exemplo, para
obtermos a matriz S de dimensao 2 x 2, assumimos que cada um dos guias deve comportar um
Unico canal, ou seja, n = 1 e m = 1 para a faixa de energia escolhida [5} [13].

Uma vez que o sistema estd configurado, a matriz S pode ser extraida fazendo uso da
fungdo kwant.smatrix no software Kwant. Essa funcdo retorna a matriz de espalhamento do
sistema construido usando os valores de energia e campo magnético desejados. Além disso, ela

também & usada para calcular tanto a condutancia quanto a poténcia do ruido de disparo com

o auxilio das Eqs. (3.11), (3.14) e (3.26). A partir da matriz S, podemos calcular a matriz de

transferéncia e os autovalores de transmissao.
Neste trabalho, geramos um conjunto de matrizes de espalhamento S variando a energia
da particula incidente de 0,4 a 0,6 (tendo em mente que o tamanho da matriz S ndo muda para

essa faixa de energia), simulando assim um total de 10.000 matrizes de espalhamento bem como
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de valores da condutancia e poténcia do ruido de disparo em configuragdes de guias diferentes, ou
seja, mudamos ligeiramente as posi¢cdes dos guias a cada 2.500 realizagdes. Depois calculamos
a condutincia e a poténcia do ruido de disparo para cada matriz S no conjunto. Com isso,
obtemos facilmente as distribui¢cdes da condutancia e poténcia do ruido de disparo para B =0
e B=1x 1073, afim de corresponder aos resultados analiticos da TMA para f =1¢e 8 =2,
respectivamente. Escolhemos o valor de B citado acima para o caso 3 = 2 em razio dos bilhares
cadticos em andlise apresentarem uma boa concordancia com as previsdes TMA. Para valores de
campos magnéticos superiores (< 4 x 1073), observamos um desvio significativo de § = 2. Os
resultados das simulacdes sdo apresentados na se¢do a seguir.

A titulo de curiosidade: neste trabalho os resultados sdo oriundos dos célculos de
simulacdo computacional em linguagem Python 3.9.1, uma vez que essa linguagém € gratuita,
popular e possui uma grande quantidade de bibliotecas cientificas. Além disso, fizemos uso de
um notebook Intel Core 13-5005U CPU @2.00GHz, 1 TB de HD e mémoria ram de 4 GB, com
sistema operacional Windows 10. Os principais cédigos usados para a obten¢ao dos observaveis

fisicos de interesse neste trabalho podem ser consultados no GitHub (EdivanAs).

3.4 Resultados Kwant e Previsoes da TMA

Nesta se¢do, comparamos os resultados analiticos da TMA descritos nas subsecoes

e com os resultados obtidos através das simulacdes com Kwant para B =1¢ = 2.

3.4.1 SRT Preservada (8 = 1)

Nesse caso, onde a Simetria de Reversdo Temporal (SRT) é preservada (f = 1), o
campo magnético € obviamente zero e queremos mostrar como as distribui¢cdes da condutincia
e da poténcia do ruido de disparo mudam com o aumento do nimero de canais nos guias.
Assumimos que n < m, quando aumentamos o numero de canais. Os graficos das propriedades
de transporte para diferentes valores n, m sdo dados nas Figuras [3.5] e [3.6] respectivamente.
Note que encontramos resultados em concordancia com as previsdes da TMA. No entanto,
observando cuidadosamente, podemos perceber algumas flutua¢cdes no comportamento dos
dados da simulagdo sobre as curvas da TMA. Isso pode ser devido a discretiza¢do dos sistemas
de bilhares em termos de redes, contudo, seria necessario um estudo mais criterioso sobre esse

comportamento.


https://github.com/EdivanAS/Cod_Kwant_Python_.git
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3.4.2 SRT Quebrada (f =2)

Para o caso em que SRT é quebrada (8 = 2), o campo magnético aplicado em ambos
os sistemas cadticos é igual a 1 x 1073, Queremos novamente ver como as distribuicdes da
condutancia e do ruido de disparo se comportam com o aumento do nimero de canais no
condutor. Novamente, assumimos que n < m, ao aumentar o nimero de canais. Os graficos das
propriedades de transporte em estudo para diferentes valores n, m s@o apresentados nas Figuras
e[3.8] Mais uma vez, encontramos uma boa concordancia entre as simulagdes e os resultados
analiticos da TMA. Além disso, aqui também percebemos algumas flutuacdes no comportamento

dos dados da simulacdo sobre as curvas da TMA, semelhantes ao caso anterior.
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Figura 3.5: Gréficos das distribuicdes da condutancia para B = 0 para as seguintes combinagdes
de canais abertos: a) n=1m=1,b)n=1m=2,c)n=1m=3,d)n=2,m=2, e)
n=2m=3ef)n=3,m=3. Os simbolos representam as simulacdes com Kwant e as curvas
s6lidas a TMA para 8 = 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Figura 3.6: Graficos das distribui¢des da poténcia do ruido de disparo para B = 0 para vérias
combinacdes de canais abertos a)n = 1,m=1,byn=1,m=2ec)n=2,m=2. Os simbolos
representam as simulacdes Kwant e as curva sélidas a TMA para f§ = 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Figura 3.7: Griéficos das distribuicdes da condutincia para B = 1 x 107> para as seguintes
combinagdes de canais abertos: a)n=1,m=1,b)n=1,m=2,c)n=1,m=3,d)n=2,m=2,
e)n=2,m=3ef)n=23,m=3. Os simbolos representam as simulacdes com Kwant e as curvas
s6lidas a TMA para § = 2.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Figura 3.8: Grificos das distribui¢des da poténcia do ruido de disparo para B =1 x 1073 para
varias combinagdes de canais abertos: a)n =1,m=1,b)n=1,m=2ec)n=2,m=2. Os
simbolos representam as simulagdes Kwant e a curva sélida a TMA para f§ = 2.
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Capitulo 4

Transporte eletronico em cavidades
mesoscopicas caodticas com um guia ideal e
um nao ideal: uma analise via método

Tight-Binding

Neste capitulo, estudaremos as estatistiscas da condutancia e poténcia do ruido de
disparo em cavidades mesoscopicas conectadas a guias ndo ideais, ou seja, com barreiras de
tunelamento. Motivados pelo trabalho recém-publicado por Santos Kumar e Ashoter Dheer [14],
intitulado “Statistics of conductance and shot noise power in chaotic mesoscopic cavities with
one ideal and one nonideal lead”, onde sdo obtidos resultados para as estatisticas da condutancia
e poténcia do ruido de disparo para o caso B =2 da TMA e comparados com simula¢des
numéricas de Monte Carlo, aplicamos os resultados obtidos para essas propriedades de transporte
e os comparamos com simulagdes de matrizes de espalhamento usando Kwant.

Para uma melhor compreensao acerca desse tema, faremos uma breve exposicao dos
resultados obtidos no trabalho supracitado. Em seguida, abordaremos as simulacdes via Kwant
e, por fim, focaremos nos resultados obtidos através das simulacdes e as previsdes da TMA,

conforme fizemos no capitulo anterior.



4. TRANSPORTE ELETRONICO EM CAVIDADADES MESOSCOPICAS CAOTICAS COM UM
GUIA IDEAL E UM NAO IDEAL: UMA ANALISE VIA METODO TIGHT-BINDING 47

Figura 4.1: Esquema de uma cavidade caética conectada a dois guias suportando n e m canais
abertos. O guia ndo ideal a esquerda compreende uma barreira de potencial, enquanto o guia a
direita € ideal, ou seja, sem barreira de tunelamento.

# channels m channels

Chaotic cavity

Left lead / \,\// Right lead
Tunnel barrier

Fonte: Ref. |

4.1 Distribuicao Conjunta dos Autovalores de Transmissao

Consideramos uma cavidade mesoscdpica cadtica (por exemplo, um ponto quantico)
acoplada ao mundo externo (reservatorios de elétrons) usando dois guias, um deles possui
barreira de tunelamento presente e outro ¢ balistico (Veja o esquema da figura[d.T]). Esses dois
guias sdo anexados para suportarem n € m canais, respectivamente. O nimero total de canais
abertos é, portanto, Ny = n+m, com a suposi¢cao n < m. As probabilidades de tunelamento
(transparéncias) para o guia da esquerda sdo denotadas por 7y, ..., T,. Para o guia ideal, obvia-
mente temos T, | = ... = T+, = 1. Assumindo a abordagem da TMA para o caso com simetria
de reversdo temporal quebrada (8 = 2), a densidade conjunta de autovalores de transmissédo

{T}=n,...,T,), conforme obtida por Vidal, Jaroz e Kanzieper, é dada por [51[52]]

2{T}) = —CA ({T}) det(f; (To)]] k=1, 4.1

onde

fj(Tk) = Tkszl(m—i— l,m—|— 1;1;(1 —’Cj)(l —Tk>), 4.2)

com 2F(a,b; c;x) sendo a fungdo hipergeométrica de Gauss [53] € Ay ({T}) =TT < jp<n(Tk —

T;) o determinante de Vandemonte. A constante C na normalizag¢do geral C/n! é dada por

(nbm)l e ()T

=, My

4.3)
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Equivalentemente, a formula de integracdo de Andriéief [54] fornece uma representacao deter-
minantal para o fator C como

C = (det[h ] )", (4.4)
onde

1
hj,k=/0 T fi(T)dT

=B(k+v,1)Fi(m+1,m+1;k+v+1;1—1)) 4.5)

sendo B(a,b) a fungdo beta [55] e v = m — n o pardmetro de retangularidade ou assimetria.

4.2 Estatisticas da condutancia e poténcia do ruido de disparo

Nesta secdo, usamos a distribuicdo de autovalores de transmissdo obtida na se¢do
anterior para obtermos as estatisticas da condutancia de Landauer e poténcia do ruido de disparo,

que sdo os observaveis fisicos de interesse neste trabalho.

4.2.1 Condutancia

A condutancia de Landauer, em unidades de ¢2 /h é dada por [1}, 14} 56]
n
g=YT; (4.6)
j=1

Essa equacdo € uma estatistica linear de autovalores de transmissdo e, portanto, sua média pode

ser obtida usando a densidade de niveis [14].

Média da Condutancia

A condutancia média pode ser obtida através da densidade de niveis % (T) [8 [14]

como

(g) = /0 T, (T)dT — /O T (T.T)dT. 4.7)

sendo & (T, T) o kernel da correlagdo da densidade de niveis [8].
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A referéncia [14] encontrou o seguinte resultado para a integral anterior

n
(g) =C Z det [hj,k+6ik} ;.,kzl @9
i=1

onde /; é dado pela Eq. (4.5)), e Oy é a fungdo delta de Kronecker [57].

Distribuiciao da condutancia e func¢io caracteristica

A funcdo densidade de probalidade (PDF) da condutancia pode ser calculada como [14]]

1 1 n
Fg(g):/o /0 5 <g—j§TJ-> @({T})dT;...dT, (4.9)

Note que a expressdo acima tem um limite finito [0, 7], ou seja, a fun¢do densidade é diferente de
zero apenas neste dominio.

Na referéncia [14], essa integral € resolvida para o caso de apenas um canal no guia
ndo ideal, ou seja, n = 1. Além disso, na mesma referéncia, encontramos uma generalizagcao
para os casos de n > 1 em termos de uma func¢do caracteristica. Vejamos, entdo, quais sao esses

resultados.

e Cason=1

A densidade de probabilidade conjunta de autovalores de transmissdo (Eq. (.1)) se torna
P(T) =mt"™ T R (m+1,m+1,1;(1 —1;)(1-T)) (4.10)

Substituindo a equagdo anterior na equagdo (4.9)), obtemos a PDF da condutincia como

sendo

1
F,(g) :mr;"“/o §(g—T)T" \F (m+1,m+ 1;1;(1— 7j)(1— T))dT

1 _
= mt"™ g B (m 4+ 1,m 4+ 1515 (1— 1) (1 — g)) % /O {w

=mty" " R (m+1,m+ 151;(1—1;) (1 - g))[O(1 — g) —©(—g)]

Jar

=mt" g™ LR (m+ Lm 41 15(1— 1) (1 —g)), 4.11)
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onde usamos as seguintes propriedades da funcao delta

ola—u) = O(u—a)

fw)d(u—a) = f(a)é(u—a)

S(M—a) — 8@5914“—41)

\

sendo © a funcdo de Heaviside. Agora, pode-se observar que [©(1 —g) —©(—g)] é ndo
nulo apenas para 0 < g < 1, o que € consistente com o limite [0, ] para o caso geral de n

mencionado abaixo da Eq. (4.9) [14].

e Cason>1
Avaliamos a funcao caracteristica da condutancia, por exemplo, consideramos a transfor-

mada de Fourier (g — «) de
C ! 1 n
- E/O /() o8- ZT’ n({T}) x detf; (Tk)]]k 1dTy...dT,. (4.12)
) i=1
Temos, portanto,

F _ +mF i27rg1<d
g(K) = g(g)e 8

—o0

C L v _i2nkT;
= = [ TI7 ™ a,{1})

|
n-Jo i=1

xdet[aFy (m+1,m+1,1;(1 = 7)) (1 = T)) ]} 1=, dT1...dT,,. (4.13)

Usando a férmula de integracdo de Andréief [54]] para calcular a integral acima em termos

de determinantes, obtemos [14]
Fg(K) = Cdet [<I>j7k(1<)];?7k:1, (4.14)
onde
1 .
@ 1(K) :/ TVH 2T B (m+- 1,m+1,15;(1 - 7;) (1= T)) dT. (4.15)
0

Para obtermos a PDF da condutincia, devemos tomar a transformada inversa de Fourier da
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Eq. @.14), }

F(g) = " Fy(x)e 285k (4.16)
Analiticamente, ndo € viavel resolver essa integral, entretanto, recorremos a uma aborda-
gem de célculo numérico e usamos uma soma truncada para aproximar o valor da integral
acima. Estimamos um intervalo, por exemplo [—L, L], em que F,(k) apresenta um valor
significante. A partir dai, o intervalo é discretizado em termos de bins de largura 0, de

modo que a soma seja de k = —L a L em passos de dk. Dessa forma, o valor aproximado

da PDF da condutancia pode ser escrito na forma [[14]

L
Fo(g) = Y Fy(x)e 2785 5. (4.17)
—L

Figura 4.2: Gréficos da Func¢ao caracteristica da condutanciaparaayn =2,m=2,7 =0,61,7, =
0,57,b)n=3,m=3,1, =0,61,70 =0,62,73 = 0,63.

b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Na figura mostramos a parte real e imagindria de Fg(K) para dois conjuntos de valores
de parametros. Podemos ver que nestes dois graficos, L pode ser escolhido como sendo
igual a 5, uma vez que além de -5 e 5, a funcdo caracteristica ja foi a zero, ou seja, ja
amorteceu plenamente. Em nossas implementacdes dessa abordagem, descobrimos que os
resultados finais sdo bastante robustos a variagdes moderadas na escolha do comprimento

de corte L e dos passos 0 K.



4. TRANSPORTE ELETRONICO EM CAVIDADADES MESOSCOPICAS CAOTICAS COM UM
GUIA IDEAL E UM NAO IDEAL: UMA ANALISE VIA METODO TIGHT-BINDING 52

4.2.2 Poténcia do Ruido de Disparo

Conforme vimos na se¢io [3.2.3] a poténcia do ruido de disparo dada pela Eq. (3.26)),
assim como a condutancia, é uma estatistica linear de autovalores de transmissdo. Logo, podemos
examinar algumas estatisticas interessantes como a média, a variancia e a distribui¢io da poténcia
do ruido de disparo. Neste trabalho, focamos apenas na distribui¢do da poténcia do ruido de

disparo.

Distribuicio da poténcia do ruido de disparo e funciao caracteristica

A PDF da potencia do ruido de disparo pode ser calculada por [14]]

1 1 n
Fp(p):/o /0 5(p—;Tj(l—Tj)),@({T})dTl...dTn (4.18)

J

A densidade acima tem um suporte finito em [0,7/4].
De forma andloga ao que fizemos na secio anterior, vamos tratar os casos em que n = 1

e em seguida apresentar o caso paran > 1.

e Cason=1
Conforme demonstrado na Ref. [[14] a expressdo analitica de forma fechada para a PDF da

poténcia de ruido de disparo é

m,L.inH .
Fy(p) = Zg [P oA+ L L (1= m)p-)
+PT*12F1(m+1,m+1,1;(1—Tl)l?+)]7 (4.19)
onde
1+1—4
pi:(— \/zp). (4.20)
* Cason>1

Adotamos a abordagem da funcdo caracteristica como no caso da condutancia de Landauer.
Portanto, seguindo o mesmo raciocinio, para a PDF da poténcia de ruido de disparo, temos

a funcdo caracteristica correspondente como,

Fy(®) = Cdet [k (@)]7 k=1 4.21)
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sendo

1 .
q;j7k(w):/() TV 12moTAD) By (- 1m+1,15(1 - 1) (1= T)) dT.  (4.22)

Portanto, a PDF da poténcia do ruido de disparo pode agora ser obtida como [[14]]

Fy(p) = / +°° Fy(o)e 4o (4.23)
L

Fo(p) =~ Y Fp(w)e #™® s, (4.24)
—L

onde L e d o sdo decididos de forma semelhante aos do caso da distribui¢ao da condutincia.
Na ﬁgura mostramos gréficos da fun¢do caracteristica Fp(a)) para dois conjuntos de

parametros.

Figura 4.3: Graficos da Func¢do caracteristica da poténcia do ruido paraa) n =2,m=2,7; =
0,61,70=0,57,b)n=3,m=3,1 =0,61,7, = 0,62, 73 = 0,63.

1.0 ' R(F,H(w)) 10 PR R(Fplw))
05 | — 3w o I ——
il ':.'i ™ H'
-0.5 v‘g -0.5 ‘ .
—-1.0 -1.0
—40 —-20 0 20 40 -30 -20 -10 0 10 20 30
w w
a) b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

4.3 Simulacoes via Kwant

Nesta se¢do, pretendemos verificar a consisténcia dos resultados derivados na secao
anterior dentro da estrutura da TMA comparando-os com os resultados obtidos a partir da

simulacao das matrizes de espalhamento usando, agora, o método Tight-Binding.

Para nossas simulacdes envolvendo cavidades mesoscOpicas cadticas com um guia ideal
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Figura 4.4: Bilhares cadticos com uma barreira de potencial (no formato de uma fita retangular
na cor verde) em um dos guias (superior). Na esquerda, temos o quarto do estadio de Bunimovich
e a direita, o quarto de bilhar do Sinai. As setas apontam para os guias (em vermelho) conectados
aos sistemas de bilhares.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

e outro ndo ideal, consideramos 0s mesmos sistemas cadticos descritos na secao @ contudo,
introduzimos em ambos os sistemas uma barreira de tunelamento em um dos guias, digamos o da
esquerda, a fim de configurar a situagdo apresentada na figura[4.1] Essa barreira possui potencial
V e comprimento igual a 4 unidades. A largura da barreira varia de acordo com o ndmero n
de canais abertos, por exemplo. Assumimos que o guia conectado a barreira suporta n canais
abertos. Na cavidade, por sua vez, o potencial € nulo, conforme visto anteriormente. Na figura
4.4 ilustramos os sistemas cadticos com a barreira de tunelamento.

Assim como fizemos para o caso de guias ideais, aqui, criamos um conjunto de matrizes
de espalhamento variando a energia de 0,4 a 0,6, sob a aplicacdo de um campo magnético de
1 x 1073 (B = 2), simulando 10.000 matrizes, bem como valores da condutincia e da poténcia
do ruido de disparo. Depois, obtemos as distribui¢des desses observaveis fisicos para, finalmente,
podermos comparé-las com as previsoes da TMA.

Para a implementagdo das simulacdes com Kwant, tivemos que escolher arbitrariamente
um valor para o potencial V na barreira com o intuito de gerar dados de simulagdes que melhor
representassem as distribui¢oes da condutincia e do ruido de disparo para os parimetros T;
(transparéncias) para diferentes nlimeros de canais abertos n, m. Tomamos como ponto de
partida, o cason =1 e m =1 com 71 = 0,44 (probabilidade de tunelamento) para a condutancia,

conforme apresentado a Ref. [14]. Realizamos diversas simula¢des com potenciais da ordem de
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Figura 4.5: Grafico da média téorica da condutancia e da média da simulagdo em fun¢do do
potencial V na barreira para o cason =1, m =1 e 71 = 0,44. A linha vertical na cor laranja
sinaliza o valor do potencial V = 0,23.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

10!, 101, 1072 € 103. No entanto, em nossa andlise, descobrimos que os potenciais da ordem
de 10~!, mais especificamente entre 0,20 a 0,30, apresentaram distribui¢des da condutincia e
poténcia do ruido de disparo que melhor se aproximavam dos resultados analiticos da TMA para
o caso mencionado acima.

ApOs essas constatagdes, resolvemos entdo, calcular a média téorica da condutincia
(Eq. @.8)) e compard-la com a média da simulagdo para ambos os sistemas cdoticos (veja a
figurad.5). Concluimos, entdo, que o potencial V = 0,23 é o melhor valor para o caso n = 1,
m =1 e 71 = 0,44. Portanto, fixamos o valor desse potencial para a barreira de tunelamento nos
sistemas cadticos e prosseguimos realizando as simulacdes para as seguintes combinagdes de
canais abertos (n,m) = (1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(2,4) e (3,3) tanto para a condutincia quanto
para a poténcia do ruido de disparo.

Por fim, de posse dos resultados das simula¢des, nosso trabalho se restringiu a encontrar
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os pardmetros de transparéncias 7; para cada nimero n de canais abertos conectados a barreira,
que reproduzissem uma boa concordancia entre os resultados analiticos obtidos nas subse¢des
M.2.T]ed.2.2] e as simulagdes com Kwant. Portanto, considerando que os sistemas fisicos em
estudo apresentam as mesmas caracteristicas (energia, campo magnético, potencial na barreira e
numero de canais n no guia da barreira), concluimos que os termos de transparéncias 7; usados
nas distribui¢cdes da condutancia devem ser os mesmos usados para a poténcia do ruido de

disparo. Os resultados encontrados s@o apresentados na se¢ao a seguir.

4.4 Resultados Kwant e Previsoes da TMA

A comparacio entre os resultados das simulagdes com Kwant (com B=1x 1073) e
os resultados analiticos da TMA derivados nas subsegdes [4.2.1e #.2.2] para as distribuicoes da
condutancia e da poténcia do ruido de disparo sdo mostrados nas Figs. 4.6e Como pode ser
observado, os resultados de nossas simulacdes via método TB estdo em boa concordancia com as
previsdes da TMA. Além disso, assim como no caso de guias ideais, discutido no Capitulo[3] uma
observacao cuidadosa parece revelar flutua¢des dos pontos de dados da simulagdo sobre as curvas
analiticas da TMA. Essa flutuacdo pode ser resultado da discretizacdo dos sistemas de bilhares
em termos de redes, porém, seria necessario examinar cuidadosamente esse comportamento.

Note que para n pequeno, verifica-se que as curvas para casos nao ideais sao muito
diferentes daquelas do caso ideal vistas anteriormente na Figura[3.7] Para o caso ideal, sabemos
que as distribui¢des sdo muito bem aproximadas por gaussianas para n > 4 [9, 58]]. Portanto, a
medida que n aumenta, as distribui¢des para o caso ndo ideal também se tornam mais proximas

de gaussianas, embora com média menor em compara¢do com as das gaussianas dos casos ideais.
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Figura 4.6: Distribui¢des da condutancia para varias combinagdes de n e m conforme indicado.
Os valores de transparéncia usados nos gréficos sdo 7 = 0,44 para (a) e (b) ; 71 = 0,61,7p = 0,57
para (d), (e), (f) e 71 = 0,61, 7, = 0,62, 73 = 0,63 para (g). Os simbolos representam as
simulacdes Kwant e as curva sélidas os resultados analiticos da TMA.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Figura 4.7: Distribui¢des da poténcia do ruido de disparo para varias combinagdes de n e m
conforme indicado. Os valores de transparéncia usados nos graficos sdo os mesmos usados
na Figura[f.6] Os simbolos representam as simulagdes Kwant e as curva sélidas os resultados
analiticos da TMA.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Através deste trabalho, aprendemos os fundamentos basicos da Teoria de Matrizes
Aleatérias (TMA) e suas aplicacdes nos fendmenos de transporte quantico em sistemas mesosco-
picos. Em particular, investigamos com sucesso as distribui¢des da condutancia de Landauer e
da poténcia do ruido de disparo de um ponto quantico. Um resumo dos resultados obtidos nesta

dissertacdo segue abaixo:

» Simulamos duas cavidades mesoscOpicas (com guias ideais) usando sistemas de bilhares
cadticos em Kwant e estudamos a condutancia de Landauer e a Poténcia do Ruido de
disparo na auséncia e presen¢a de campo magnético externo. Os resultados das simulag¢des
em Kwant foram comparados com as previsoes baseadas na TMA para conjuntos ortogonal
(B = 1) e unitariamente invariantes (8 = 2) e, obtemos, uma boa concordéncia, ratificando

os estudos presentes na literatura [S, [13]] .

* Examinamos em detalhes os observaveis de transporte de carga em uma cavidade cadtica
conectada a um guia nado ideal e um ideal, quando € aplicado um campo magnetico
externo que quebra a simetria de reversao temporal (SRT). Além disso, encontramos uma
concordancia muito boa entre os resultados analiticos da TMA deduzidos na Ref. [14] com

simulacdes numéricas do Modelo Tight-Binding com base na matriz de espalhamento.

* Implementamos com sucesso o Kwant — uma ferramenta computacional para resolver
problemas de transporte quantico. Usando Kwant, testamos os resultados analiticos
da TMA conhecidos e mostramos uma boa correspondéncia entre a TMA e o modelo

Tight-Binding que € utilizado em Kwant.

Considerando que ha muito espaco para mais trabalhos a serem feitos na aplicacio da
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TMA para transporte quantico, o trabalho ainda pode ser bastante explorado para obter resultados
semelhantes para B = 4 (em cavidades com guias ideais) bem como para f =1¢ 8 =4 (em
cavidades com um guia nao ideal e um ideal, por exemplo, uma vez que a distribuicao conjuta de

autovalores de transmissao estd disponivel para esses casos [1]].
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