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RESUMO

Neste trabalho estudamos um dispositivo mesoscópico caótico conectado a quatro

terminais levando em consideração os graus de liberdade orbital e de spin dos portadores de

carga. Nosso objetivo é estudar o efeito Hall de spin e o efeito Hall orbital e caracterizar as

flutuações universais da corrente de spin e as flutuações universais da corrente orbital neste

dispositivo. Para caracterizar a corrente de spin e a corrente orbital através do sistema,

utilizamos o formalismo de Landauer - Büttiker. Dado que a dinâmica dos portadores de

carga através do dispositivo é caótica, podemos utilizar o método diagramático baseado na

teoria de matrizes aleatórias para calcular o valor médio da corrente de spin e da corrente

orbital, bem como seus desvios padrões. Mostraremos que o desvio padrão das correntes

de spin e orbital são universais no limite em que o número de modos de ondas propagantes

nos terminais é suficientemente grande. Concluímos, mostrando que as flutuações universais

da corrente de spin é nula na ausência do acoplamento spin-órbita enquanto as flutuações

universais da corrente orbital, neste caso, tem um valor universal igual a 0.36, por outro

lado, na presença do acoplamento spin-órbita as flutuações universais da corrente de spin e

as flutuações universais da corrente orbital têm o mesmo valor universal igual a 0.18.

Palavras-chave: Dispositivos Mesoscópico, Spintrônica, Orbitrônica, Flutuações Uni-

versais.
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ABSTRACT

In this work, we study a chaotic mesoscopic device connected to four leads consi-

dering the charge carriers’ orbital and spin degrees of freedom. We aim to study the spin Hall

effect and the orbital Hall effect and to characterize the universal spin current fluctuations

and the universal orbital current fluctuations in this device. To characterize the spin current

and orbital current through the system, we use the Landauer - Büttiker formalism. As the

dynamics of the charge carriers through the device are chaotic, we use the diagrammatic

method based on the random matrices theory to calculate the average of the spin current

and the orbital current, as well as their standard deviations. We will show that the stan-

dard deviation of the spin and orbital currents is universal in the limit where the number of

propagating wave modes at the terminals is large enough. We conclude by showing that the

universal spin current fluctuations are null in the absence of spin-orbit coupling while the

universal orbital current fluctuations, in this case, hold a universal value equal to 0.36. On

the other hand, in the presence of spin-orbit coupling, the universal spin current fluctuations

and the universal orbital current fluctuations orbital current have the same universal value

equal to 0.18.

Keywords: Mesoscopic Devices, Spintronics, Orbitronics, Universal Fluctuations.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

1.1 Efeito Hall

O efeito Hall é um fenômeno físico que ocorre em materiais condutores quando são

submetidos a um campo magnético externo. Esse efeito é muito importante na ciência, espe-

cialmente na física de materiais e na eletrônica. O Efeito Hall Clássico (EHC) foi descoberto

por Edwin Herbert Hall durante o seu estudo sobre correntes elétricas no ano de 1879 [3]. O

EHC consiste em um fenômeno observado em um semicondutor bidimensional sendo atra-

vessado por uma corrente elétrica longitudinal I devido à existência de uma diferença de

potencial Vx nas suas extremidades. Ao aplicar um campo magnético B perpendicular ao

plano do semicondutor, os elétrons serão desviados devido a influência da força de Lorentz.

Assim, haverá um acúmulo de elétrons na parte superior transversal do semicondutor e conse-

quentemente um acúmulo de carga positiva na parte inferior. Conectando um galvanômetro

nas extremidades transversais, é possível medir uma diferença de potencial transversal, co-

nhecida como tensão Hall VH . Consequentemente, surgirá uma corrente transversal e esses

elétrons sentirão uma resistência conhecida como Resistência Hall, como ilustrado na figura

1.1.

Desde então, o efeito Hall tem sido amplamente estudado e aplicado em muitas áreas
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Figura 1.1: Representação experimental do Efeito Hall Clássico no qual consiste em aplicar

um campo magnético constante B na direção z. É feito passar uma corrente elétrica constante

I na direção x devido ao potencial Vx. O efeito Hall é a confirmação da indução de um

potencial VH na direção y. Figura retirada da referência [1].

distintas. Na física de materiais, ele é usado para entender as propriedades elétricas de

materiais avançados, como supercondutores [4, 5], e materiais topológicos.

Além disso, o efeito Hall é uma das principais técnicas para medir certas propriedades

dos portadores de carga em semicondutores, como por exemplo a densidade de portadores

de carga, a mobilidade e a condutividade [6, 7]. Nos últimos anos, o efeito Hall também

tem sido estudado em novos materiais, como grafeno [8] e materiais bidimensionais, que têm

propriedades eletrônicas únicas. Esses materiais têm o potencial de revolucionar a eletrônica,

tornando-a mais rápida, mais eficiente e mais versátil.

Em suma, o efeito Hall é uma das descobertas mais importantes da física moderna,

que tem aplicações em muitas áreas diferentes, incluindo a física de materiais, a eletrônica e

a pesquisa de novos materiais.
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1.2 Efeito Hall de Spin

O efeito Hall de spin tem várias aplicações em diferentes áreas da física e da engenharia.

Uma das áreas mais promissoras é a spintrônica, que utiliza o spin dos elétrons ao invés de

sua carga elétrica para a transmissão e armazenamento de informações [9]. A spintrônica

oferece várias vantagens em relação à eletrônica convencional, incluindo menor consumo de

energia, maior velocidade e menor tamanho.

O efeito Hall de spin começou a ser estudado no ano de 1997 [10], sendo um dos

fenômenos mais proeminentes observados na spintrônica. Este efeito é análogo ao efeito

Hall clássico, contudo o efeito Hall de spin só é observado em sistemas paramagnéticos que

apresentam um intenso acoplamento spin-órbita. As primeiras comprovações experimentais

deste efeito foram realizadas em 2004 [11, 12]. Ele nos permite transformar uma corrente

pura de carga longitudinal em uma corrente pura de spin transversal sem a necessidade da

aplicação de um campo magnético perpendicular, pois se esse campo magnético for inserido,

a propagação e a polarização do spin é destruída. Uma corrente de spin pode ser pensada

como uma combinação de uma corrente de elétrons spin-up em uma direção e uma corrente

de spin-donw em uma direção oposta, resultando em um fluxo de corrente Hall pura de spin

transversal, representado na figura 1.2. Semelhante à tensão Hall convencional, que gera um

acúmulo de cargas nas bordas da amostra, no efeito Hall de spin é esperado o acúmulo de

spin nas bordas [9–14]. Esse fenômeno foi observado em diversos experimentos, no qual foi

possível medi uma alta taxa de conversão de corrente de carga em corrente de spin em metais

pesados, ou seja, metais com um forte acoplamento spin-órbita, como a platina (Pt) [15] e o

tungstênio (W) [16] e também em materiais bidimensionais como o grafeno [17,18].

Portanto, o efeito Hall de spin é uma importante descoberta na física moderna que tem

várias aplicações em áreas tão diversas quanto a spintrônica, a física de materiais e a física

de partículas. Seu potencial para avançar a tecnologia da informação e a compreensão da

física fundamental continua a ser um tema de pesquisa ativo.

Para melhor entendimento sobre o acoplamento spin-órbita é importante dizer que ele

se refere às interações entre o spin dos elétrons e seus movimentos orbitais em torno do núcleo.

Essas interações são consideradas fortes quando o tempo que leva para um elétron mudar seu
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Figura 1.2: A figura mostra o surgimento de uma corrente pura de spin devido um forte

acoplamento spin-órbita na amostra mesoscópica (cavidade cinza) ao ser atravessado por

uma corrente pura de carga. Nos gráficos, a linha tracejada representa a energia de fermi e a

linha solida vertical representa a energia do sistema, a cor vermelha representa a energia total

das cargas que estão com spin down e a cor azul representa a energia total das cargas que

estão com spin up. À esquerda a distribuição de energia nos terminais estão em equilíbrio,

como não existe desbalanceamento não vai ocorrer propagação da corrente de spin e devido

ao forte acoplamento spin-órbita do sistema, ocorre o desbalanceamento entre as energias das

cargas com spin down e das cargas com spin up que estão representadas nos gráficos abaixo

e acima da imagem, consequentemente irá existir uma propagação de corrente polarizada.

spin devido o acoplamento spin-órbita é muito menor do que o tempo que leva para o elétron

colidir com um átomo vizinho [19]. O acoplamento spin-órbita é um importante fenômeno na

física de materiais e na teoria de bandas. Ela descreve a interação entre o spin dos elétrons e

o momento angular orbital associado a seus movimentos ao redor do núcleo. Essa interação
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pode causar uma quebra da degenerescência da estrutura de banda de materiais, ou seja, faz

com que alguns níveis de energia que seriam degenerados (com a mesma energia) se tornem

não degenerados [20], ilustrado na figura 1.3.

Figura 1.3: a) A distribuição de energia nos terminais estão degenerados, como não existe

desbalanceamento não vai ocorrer propagação da corrente de spin. Já em b), ao introduzir

o acoplamento spin-órbita haverá a quebra de degerescencia de spin do sistema e com isso

existirá um gap na estrutura de banda criando uma corrente de spin.

1.3 Efeito Hall Orbital

O efeito Hall orbital teve como primeira proposta um estudo feito por Bernevig e

Zhang em 2005 [21], mas somente a partir do ano de 2018 as atenções se voltaram a área da

orbitrônica [21–45].

O efeito Hall orbital é um fenômeno muito semelhante ao efeito Hall de spin, como

mostrado por D. Go [22]. Ele nos permite converter uma corrente pura de carga longi-

tudinal em corrente Hall orbital transversal em sistemas centrossimétrico com textura de

momento espacial orbital, mesmo quando o momento angular é extinto no equilíbrio [22].

Diferentemente do efeito Hall de spin, o efeito Hall orbital pode ocorrer independentemente

do acoplamento spin-órbita. Portanto, podemos considerar o efeito Hall orbital mais fun-

damental que o efeito Hall de spin. As primeiras comprovações experimentais deste efeito
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foram realizadas em 2023 [39,40].

A corrente orbital pode ser entendida como uma corrente transversal de elétrons gi-

rando no sentido horário fluindo para uma direção e uma corrente transversal de elétrons

girando para o sentido anti-horário fluindo para direção oposta, resultando num fluxo de cor-

rente orbital transversal, como mostrado da figura 1.4. Foi constatado experimentalmente

a conversão de corrente de carga em corrente orbital em metais leves, com fraco acopla-

mento spin-órbita, como, por exemplo, no titânio (Ti) [39, 40] e em metais pesados, como

por exemplo, no W [46].

Figura 1.4: Representação do esquema experimental do efeito Hall orbital. Na esquerda,

representa um gap na banda de estrutura entre os elétrons que giram no sentindo horário

(em azul) e anti-horário (em vermelho) e a partir desse gap, figura da direita, a estrutura

ficará desbalanceada fazendo os elétrons que giram no sentido anti-horário sofrerem um

desvio para parte inferior da cavidade e os elétrons que giram no sentido horário desviarem

no sentido contrário, criando assim, uma corrente orbital transversal.

Como estudado na década de 1980 [47], a corrente de carga que atravessa dispositi-

vos mesoscópicos desordenados no regime linear e em baixas temperaturas exibe flutuações

mesoscópicas universais. As flutuações mesoscópicas podem ser interpretados teoricamente

utilizando a teoria de matrizes aleatórias [48]. Desse modo, com o desenvolvimento dos

primeiros experimentos do efeito Hall de spin [11, 12], surgiu o interesse em descobrir se

a corrente de spin exibe flutuações mesoscópicas universais. Como esperado, as flutações
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universais da corrente de spin foram numericamente calculadas por Ren e Qiao em [49] e

confirmada analiticamente via TMA por Bardarson [50].

No entanto, as flutuações universais da corrente de spin nunca foram confirmadas

experimentalmente porque a corrente de spin é apenas medida indiretamente através do

efeito Hall de spin inverso [51–54]. A conexão entre as flutuações universais da corrente de

spin e as medidas experimentos do efeito Hall de spin foram feitos por [55,56]. Foi mostrado

que o ângulo spin Hall máxima (definido como a taxa de conversão de corrente de carga em

corrente de spin) vezes a condutividade longitudinal é igual ao valor universal das flutuações

da corrente de spin, mais especificamente ΘSH ˆ σ “ 0, 18.

Sendo assim, nosso trabalho apresenta um estudo analítico sobre o efeito Hall de spin

e do efeito Hall orbital através de dois dispositivos mesoscópicos caóticos distintos, o pri-

meiro com um forte acoplamento spin-órbita enquanto o segundo com um fraco acoplamento

spin-órbita. Os dispositivos estão conectados a quatro terminais semi-infinitos podendo o

transporte eletrônico ser descrito pelo formalismo de Landauer-Büttiker. Além disso, usa-

remos a TMA a fim de recuperar o valor universal das flutuações da corrente de spin, já

conhecidos na literatura, e mostrar pela primeira vez que a corrente orbital exibe flutuações

universais.

1.4 Teoria de Matrizes Aleatórias

A teoria de matrizes aleatórias lida com as propriedades estatísticas de grandes matrizes

com elementos distribuídos aleatoriamente. Neste contexto, a distribuição de probabilidade

das matrizes são caracterizadas como a entrada enquanto as funções de correlações de auto-

valores e autovetores destas matrizes são caracterizadas como saídas. A partir das funções

de correlações é possível calcular as propriedades físicas do sistema, como por exemplo a dis-

tribuição dos espaçamentos entre níveis de energia de um átomo pesado ou de uma cavidade

mesoscópica caótica [48].

A teoria de matrizes aleatórias foi usada pela primeira vez no campo de física nuclear

por Wygner na década de 1950. Utilizando o conceito da distribuição para entender as dis-

tribuições do espaço dos níveis de energia nos núcleos de átomos pesados. Wigner utilizou
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o conceito da distribuição estatística e de ensambles de matrizes aleatórias para analisar a

distribuição dos níveis de energias nos átomos pesados, devido a sua grande quantidade de

carga distribuída ao longo das órbitas [57,58]. Anos mais tarde, Dyson contribuiu estabele-

cendo os fundamentos matemáticos para a teoria de matriz aleatórias [59], sendo responsável

pela classificação dos ensembles de acordo com as dependências de suas simetrias, como a

simetria de rotação de spin e simetria da reversão temporal.

Inicialmente na teoria de matrizes aleatórias foram introduzidas três classes de ensem-

bles por Wigner-Dyson [58,59]. Estas classes tem como características a presença ou quebra

na simetrias fundamentais como a simetria de reversão temporal (STR) e simetria de rota-

ção de spin (SRS). Anos mais tarde, foram introduzidas mais três classes de ensemble por

Shuryak [60] e Verbaarschot [61] chamadas de ensembles chirais. Com a inserção das novas

três classes foi possível estudar fenômenos em sistemas que tem redes bipartidas como o gra-

feno. Por fim foi introduzida mais quatro classes de ensemble por Altland e Zimbauer [62] em

que se refere a dispositivos metálicos ou semicondutores em contato com supercondutores.

As dez classes de ensembles da teoria de matrizes aleatórias estão descritas em detalhes

na referência [2]. Na tabela 1.1 apresentamos em detalhes os três ensembles de Wigner-

Dyson, foco deste trabalho. Nessa tabela, vemos que cada ensemble possui um índice de

simetria β, o nome por extenso de cada ensemble, sua dependência na quebra ou não da

simetria de reversão temporal, sua relevância na simetria de rotação de spin e relacionamos

os ensembles com exemplos físicos que tem um sistema. A coluna que representa os exemplos

físicos, vemos que quando o campo magnético é nulo B “ 0, a simetria de reversão temporal

é preservado e quando SO “ 0 o sistema não apresenta um forte acoplamento spin-órbita e

consequentemente preserva a simetria de rotação de spin.

Em nosso trabalho, utilizaremos somente os ensembles de Wigner-Dyson, pois estamos

interessados em dispositivos mesoscópicos metálicos ou semicondutores. Os ensembles de

Wigner-Dyson são divididos em três ensembles os quais podem ser nomeados como:

• Ensemble Circular Ortogonal (ECO): Aplicado a sistemas que preservam a simetria de

reversão temporal e a simetria de rotação de spin. Neste caso, o campo magnético ex-

terno e o acoplamento spin-órbita são nulos. Para esse caso, a matriz de espalhamento
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Tabela 1.1: Representação da tabela da Classe de simetria de Wigner-Dyson. Os ensembles

são classificados pelo índice β dependendo da quebra ou presença de simetria de reversão

temporal (SRT) e da simetria de rotação de spin (SRS). A partir de características físicas

de um sistema como a presença de um campo magnético (B) ou não, assim como a pre-

sença do acoplamento spin-órbita (SO), utilizamos o ensemble que estuda tal característica.

Adaptação da referência [2]

Classe de Simetria β ensembles SRT SRS Exemplos Físicos

Wigner Dyson 1 Ortogonal sim sim B“0, SO“0

2 Unitário não irrelevante B‰0

4 Simplético sim não B“0, SO‰0

S é unitária e simétrica, SS: “ 1 e ST “ S. Os elementos da matriz S são complexos

e recebem o índice β “ 1.

• Ensemble Circular Unitário (ECU): Aplicado a sistemas que não preservam a simetria

de reversão temporal. Neste caso, a simetria foi quebra pela aplicação de um campo

magnético ou por impurezas magnéticas. São distribuídos uniformemente sobre o grupo

unitário e de matrizes quaterniônicas, apresentando um índice β “ 2.

• Ensemble Circular Simplético (ECS): Aplicado a sistemas que preservam a simetria de

reversão temporal e apresenta a simetria de rotação de spin quebrada pelo acoplamento

spin-órbita. Para esse caso, a matriz S é unitária e quatérnio auto-dual, possuindo um

índice β “ 4.

Quando a simetria de reversão temporal é quebrada sob a ação de um campo magnético,

ocorre uma transição suave dos ensemble ortogonal ou simplético para o unitário.

1.5 Resumo dos capítulos

No capítulo introdutório, vimos alguns conceitos que utilizamos para entender sobre o

efeito Hall, efeito Hall de spin, efeito Hall orbital e a teoria de matrizes aleatórias.
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No capítulo 2, aprenderemos o método diagramático e a aplicação do método nos

ensembles exemplificados de acordo com a tabela de classe de ensembles de Wigner-Dyson.

Nos capítulos 3 e 4, apresentaremos o formalismo de Landauer-Büttiker acompanhada

do método diagramático e da teoria de matrizes aleatórias para verificar se existe flutuação

universal da corrente de spin do efeito Hall de spin e a flutuação universal da corrente orbital

do efeito Hall orbital.

No último capítulo, fazemos as conclusões do trabalho desenvolvido nesta dissertação.



CAPÍTULO 2

MÉTODO DIAGRAMÁTICO APLICADO

AO BILHAR MESOSCÓPICO CAÓTICO

A teoria de matrizes aleatórias pode ser aplicada no estudo de transporte eletrônico

através de bilhares mesoscópicos caóticos. Desta forma, podemos calcular o valor médio e a

variância de observáveis físicos fundamentais com a condutância e o ruído de disparo. Para

isso, se faz necessário a integração de uma função polinomial gpSq dos elementos de uma

matriz unitária S de dimensão NT ˆ NT sobre o grupo unitário UpNq. Existem diversas

técnicas para desenvolver esta integral, mas um das mais flexíveis é o método diagramático

proposto por Brouwer e Beenakker [63] em 1994.

O método diagramático consiste na utilização de diagramas para integrar uma função

polinomial gpSq dos elementos de uma matriz unitária S de dimensão NT ˆ NT sobre o

grupo unitário UpNq. Neste capítulo, introduziremos o método diagramático e como exemplo

calcularemos o valor médio e a variância da condutância através de um bilhar mesoscópico

caótico conectado a dois e a quatro terminais para os três ensembles de Wigner-Dyson, como

ilustrado na figura 2.1.
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Figura 2.1: Representação dos bilhares mesoscópicos: a) bilhar mesoscópico conectados a

dois terminais; b) bilhar mesoscópico coonectados a quatro terminais. A seta verde indica

uma possível trajetória da partícula através bilhar.

2.1 Integração sobre o grupo Unitário: Ensemble Circu-

lar Unitário (β “ 2)

O conceito de integrar refere-se a calcular a média de uma função que representaremos

como x¨ ¨ ¨ y

xgy “

ż

dS gpSq, e
ż

dS “ 1. (2.1)

Onde gpSq é uma função polinomial, S é a matriz unitária de dimensão NT ˆ NT e dS é a

medida invariante (medida de Haar) no grupo unitário [64].

Considerando uma função polinomial gpSq “ Sa1b1 ¨ ¨ ¨SanbnS
˚
αmβ1

¨ ¨ ¨S˚
αmβm

formada

pelos elementos da matriz aleatória S, sua média é representada como

A

Sa1b1 ¨ ¨ ¨SanbnS
˚
αmβ1

¨ ¨ ¨S˚
αmβm

E

“ δnm
ÿ

P,P 1

VP,P 1

n
ź

j“i

δajαP pjq
δbjβP

1
pjq
. (2.2)

Para n “ m a média dessa função é diferente de zero, caso contrário, a média possui valor

zero. Além disso, α1, ..., αn são definidos como uma permutação dos elementos a1, ¨ ¨ ¨ , an

e β1, ¨ ¨ ¨ , βm devem ser as permutações de b1, ¨ ¨ ¨ , bm. Dessa forma, podemos somar sobre
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todas as possíveis permutações de P e P
1 de 1, ¨ ¨ ¨ , n, em que n “

řk
j“1 ck e ck representa o

comprimento de cada diagrama referente a sua respectiva função polinomial e os coeficientes

VP,P 1 representam os pesos de cada diagrama.

Agora, considere o caso de n “ m “ 1, neste caso, P “ P
1

“ id, a permutação é uma

identidade, P´1P
1 . Logo, a equação (2.2) resulta em

A

Sa1b1S
˚
α1β1

E

“ V1δa1α1δb1β1 . (2.3)

Vemos que para pequenos valores de n e m os resultados da média são facilmente obtidos da

equação (2.2), entretanto, isso não ocorre para valores maiores. Ao passo que aumentamos

os valores de n e m, os resultados tornam-se mais complexos de serem obtidos, por isso se faz

necessário o uso do método diagramático das funções polinomiais para facilitar a obtenção

dos resultados da média.

Os diagramas consistem nos blocos, mostrados na figura 2.2. Representamos os elemen-

tos das matrizes unitárias aleatórias Sab ou S˚
αβ por linhas pontilhadas. O primeiro índice

a ou α são representados por bolas pretas e o segundo índice b ou β são representados por

bolas brancas. Também definimos uma matriz não aleatórias Aij que é representada por

uma linha grossa e contínua que aponta do primeiro índice para o segundo. Por fim, temos

as linhas finas e contínuas que representa as múltiplas permutações δij.

Figura 2.2: Regras da substituição dos elementos matrizes unitárias aleatórias S e S˚, matriz

não aleatória Aij e o delta de Kronecker δij.

Seja uma função polinomial gpSq “ Sa1b1 ¨ ¨ ¨SanbnS
˚
αmβ1

¨ ¨ ¨S˚
αmβm

formada pelos ele-

mentos da matriz aleatória e unitária S. Devemos seguir algumas regras para representar
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seus diagramas: pontos pretos de Sab só podem ser ligados aos pontos pretos de S˚
αβ através

do elemento de matriz não aleatória Aij, vale também a mesma regra para os pontos brancos.

As permutações são geradas pelas linhas finas e contínuas conectando os pontos pretos de

Sab aos pretos de S˚
αβ e os brancos de Sab aos brancos de S˚

αβ, representando um delta de

Kronecker.

Para calcular a média, devemos somar sobre todas as permutações de P e P
1 da estru-

tura cíclica e Vc1,¨¨¨ ,ck representa os pesos dos diagramas do grupo S, em que o coeficiente ck

é a metade da quantidade de linhas pontilhadas que estão ligadas as linhas finas contínuas

formando o ciclo-S de cada diagrama. Para encontrar as contribuições das permutações para

a média de uma função é necessário:

• Desenhar o diagrama de acordo com as regras da figura 2.2;

• Obter a estrutura cíclica das permutações;

• Obter o traço das matrizes não aleatórias através da análise do circuito. Cada traço

das matrizes não aleatórias corresponde a um ciclo - T , isso é, a partir de uma matriz

não aleatória seguirá uma linha grossa seguido de uma linha fina fechando assim um

ciclo - T . E se a linha grossa correspondente a sua matriz for percorrida na direção

oposta a sua seta, a matriz não aleatórias deve ser substituída pela sua transposta;

• O circuito fechado no diagrama constituído de linhas pontilhadas e linhas finas alter-

nadamente é chamado de ciclo - S, esse corresponde aos pesos do diagrama. Este é

representado pela metade do número do conjunto formado pelas linhas finas e ponti-

lhadas contidas que no ciclo - S de cada diagrama.

Agora vamos considerar a função

gij “ TrpCiSCjS
:
q, (2.4)

em que Ci e Cj são matrizes não aleatórias ou projetores. Representaremos diagramatica-

mente está função para determinar sua média. Para isso, devemos seguir o passo a passo das

regras apresentadas acima. A função gpSq e sua média está diagramaticamente representada

na figura 2.3.
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Figura 2.3: O diagrama da esquerda representa a função gpSq e o diagrama da direita

representa a representa sua média xgpSqy, no qual contém dois ciclos - T que geram TrpCiq

e TrpCjq e um ciclo - S que gera o peso V1 do diagrama.

Para obter a média de gpSq, observamos sua representação à direita na figura 2.3.

Partindo do ponto superior preto, acompanhamos a matriz fixa a partir da seta até chegarmos

no ponto preto inferior, e em seguida, seguimos a linha fina até retornarmos ao ponto preto

superior, fechando assim um ciclo - T formando o traço da matriz TrpCiq. Do mesmo modo

faremos para o ponto branco à direita, fechando assim outro ciclo - T que representa o

traço da matriz TrpCjq. É importante ver que para a matriz Cj partimos da bola branca

superior, seguimos a linha fina até a bola branca inferior e percorremos o sentido da seta até

o ponto inicial. O próximo passo é determinar o peso do diagrama, partiremos da bola preta

superior, seguimos pela linha fina até a bola preta inferior, passando pela linha pontilhada

(contando uma vez) até a bola branca inferior e em seguida seguimos a linha pontilhada

até a bola branca superior e por fim, passaremos por outra linha pontilhada (contando duas

vezes) até chegarmos a bola preta superior de onde partimos. Fechamos, assim, o ciclo -

S e para determinar o índice do peso, dividimos a quantidade de vezes que passamos pelas

linhas pontilhadas por dois e como foram duas vezes, o índice do peso será 1 pV1q. Portanto,

a média de gpSq é representada como:

xgijy “ V1TrpCiqTrpCjq. (2.5)

O valor para o peso do diagrama da equação (2.5) é [63]

V1 “
1

NT

, (2.6)

onde as matrizes Ci e Cj são matrizes quaisquer e NT é a dimensão da matriz aleatória S.

Podemos também determinar o valor médio do segundo momento xgijgkly da função g
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Figura 2.4: Representação diagramática de
@

g2pSq
D

. O primeiro e o quarto diagrama têm

dois ciclos - S, portanto seus pesos são iguais a V1,1. O segundo e terceiro diagrama tem

apenas um ciclo - S, logo seu peso é igual a V2.

pelo método diagramático. Em que multiplicamos as funções e representamos os diagramas

por todas permutações possíveis dos deltas de Kronecker ligando círculos pretos com círculos

pretos e círculos brancos com círculos brancos adotando o sentido anti-horário e cada linha

grossa com seta representaremos por matrizes Ci,j,k,l. Os diagramas da média do segundo

momento estão representado na figura 2.4.

Após montar os diagramas para xgijgkly de acordo com a figura 2.4, obtemos o seguinte

resultado

xgijgkly “ V1,1

“

TrpCiqTrpCjqTrpCkqTrpClq ` TrpCiCkqTrpClCjq
‰

(2.7)

`V2

“

TrpCiqTrpClCjqTrpCkq ` TrpCiCkqTrpCjqtrpClq
‰

,

enquanto os valores para os pesos são expressos como

V1,1 “
1

pN2
T ´ 1q

,

V2 “
´1

NT pN2
T ´ 1q

.

A definição para a covariância de uma função é dado por

covar
“

gij, gkl
‰

“
@

gijgkl
D

´
@

gij
D

xgkly , (2.8)
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substituindo as equações (2.5) e (2.7) na equação (2.8), teremos:

covar
“

gij, gkl
‰

“ V1,1

„

TrpCiqTrpCjqTrpCkqTrpClq ` TrpCiCkqTrpClCjq

ȷ

(2.9)

` V2

„

TrpCiqTrpClCjqTrpCkq ` TrpCiCkqTrpCjqTrpClq

ȷ

´ V 2
1

„

TrpCiqTrpCjqTrpCkqTrpCkq

ȷ

.

2.2 Integração de Matrizes Simétricas do grupo Ortogo-

nal: Ensemble Circular Ortogonal (β “ 1)

Aplicaremos a técnica diagramática agora para o grupo unitário de matrizes simétricas,

também chamada de ensemble circular ortogonal. Neste caso utilizaremos as mesmas regras

usadas anteriormente para os diagramas do grupo unitário ou ensemble circular unitário.

Contudo, temos uma simetria adicional neste ensemble que tem que ser levado em conta, ou

seja, a matriz aleatória satisfaz ST “ S. Devido a nova simetria da matriz S, concluímos

que Sij “ Sji. Por esse novo vínculo, podemos agora ligar os pontos pretos aos brancos com

os deltas de Kronecker (linhas finas). A partir disso, podemos representar a média da função

gpSq da equação (2.4) na forma diagramática mostrada na figura 2.5.

Figura 2.5: Representação diagramática para
@

gpSq
D

, em que são representadas pela soma

de dois diagramas. O primeiro diagrama possui dois ciclos - T e um ciclo - S e o segundo

diagrama possui um ciclo - T e um ciclo - S. Note que o surgimento do segundo diagrama

é por causa da nova interação de bolas pretas com brancas.

Seguindo a regra dos diagramas, no primeiro diagrama temos dois ciclos - T sendo o

primeiro traço da matriz Ci e o segundo o traço da matriz Cj. Para o segundo diagrama,
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temos um ciclo - T onde o traço é dado pela multiplicação da matriz Ci com a matriz Cj.

Para os pesos vemos que ambos têm um ciclo - S determinando o peso V1. Logo podemos

representar essa média da seguinte forma

xgijy “ V1

“

TrpCiqTrpCjq ` TrpCiCjq
‰

, (2.10)

onde temos o valor do peso V1 característico igual à

V1 “
1

pNT ` 1q
. (2.11)

A média do segundo cumulante
@

gij, gkl
D

é obtido de 24 diagramas, estes estão repre-

sentados no Apêndice A. Dos 24 diagramas, obtemos o seguinte resultado
@

gijgkl
D

“ V1,1

„

TrpCiqTrpCjqTrpCkqTrpClq ` TrpCiqTrpCjqTrpCkClq

` TrpCiCjqTrpCkqTrpClq ` TrpCiCjqTrpCkClq

` TrpCiCkqTrpCjClq ` TrpCiClCjCkq

` TrpCiCkCjClq ` TrpCiClqTrpCjCkq

ȷ

` V2

„

TrpCiqTrpCjCkqTrpClq ` TrpCiqTrpCjClCkq

` TrpCiqTrpCjCkClq ` TrpCiqTrpCjClqTrpCkq

` TrpCiCkCjqTrpClq ` TrpCiClCkCjq (2.12)

` TrpCiCkClCjq ` TrpCiClCjqTrpCkq

` TrpCiCjCkqTrpClq ` TrpCiCjClCkq

` TrpCiCkqTrpCjqTrpClq ` TrpCiClCkqTrpCjq

` TrpCiCjClqTrpCkq ` TrpCiCjCkClq

` TrpCiCkClqTrpCjq ` TrpCiClqTrpCjqTrpCkq

ȷ

.

Os valores dos pesos V1,1 e V2 para o ensemble circular ortogonal são dados por

V1,1 “
2 ` NT

NT pNT ` 1qpNT ` 3q
,

V2 “
´1

NT pNT ` 1qpNT ` 3q
.

A partir das equações (2.10) e (2.12) podemos calcular a covariância de gpSq substituindo

na equação (2.8).
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2.3 Integração sobre o grupo Simplético de Matrizes

Quarteniônicas: Ensemble Circular Simplético (β “

4)

Para resolver a integração sobre o grupo simplético de matrizes quaterniônicas, ou seja,

os resultados esperados para o ensemble circular simplético, ou seja, quando há acoplamento

spin-órbita. Por conta disso, a dimensão da matriz do grupo unitário irá aumentar para

uma dimensão 2NT ˆ 2NT devido ao grau de liberdade de spin. Iremos utilizar a função

gpSq do ensemble circular ortogonal para determinar os resultados para o ensemble circular

simplético. E para obter os resultados, realizamos os seguintes procedimentos:

• A função gpSq do ensemble circular simplético será construída a partir da equação

(2.4), sendo as substituições feitas seguindo a referencia [63]. Os traços da equação

(2.4) devem ser substituído como Tr Ñ ´Tr. Neste caso temos que

gij “ ´TrpCiSCjS
:
q, (2.13)

onde S é uma matriz quaterniônica de dimensão 2NT ˆ 2NT ;

• No caso da média de xgpSqy, equação (2.10), devemos substituir Tr Ñ ´2Tr e os

fatores numéricos NT Ñ ´2NT . Desta forma, temos que

V1 “
1

p´2NT ` 1q
,

e consequentemente

xgijy “
1

p2NT ´ 1q

„

4TrpCiqTrpCjq ´ 2TrpCiCjq

ȷ

. (2.14)
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Para o segundo cumulante xg2pSqy utilizaremos a mesma regra acima, partindo da equação

(2.12). Desta forma obtemos o seguinte resultando

@

gij, gkl
D

“ V1,1

„

16TrpCiqTrpCjqTrpCkqTrpClq ´ 8TrpCiqTrpCjqTrpCkClq

´ 8TrpCiCjqTrpCkqTrpClq ` 4TrpCiCjqTrpCkClq

` 4TrpCiCkqTrpCjClq ´ 2TrpCiClCjCkq

´ 2TrpCiCkCjClq ` 4TrpCiClqTrpCjCkq

ȷ

` V2

„

´ 8TrpCiqTrpCjCkqTrpClq ` 4TrpCiqTrpCjClCkq

` 4TrpCiqTrpCjCkClq ´ 8TrpCiqTrpCjClqTrpCkq

` 4TrpCiCkCjqTrpClq ´ 2TrpCiClCkCjq (2.15)

´ 2TrpCiCkClCjq ` 4TrpCiClCjqtrpCkq

` 4TrpCiCjCkqTrpClq ´ 2TrpCiCjClCkq

´ 8TrpCiCkqTrpCjqTrpClq ` 4TrpCiClCkqTrpCjq

` 4TrpCiCjClqTrpCkq ´ 2TrpCiCjCkClq

` 4TrpCiCkClqTrpCjq ´ 8TrpCiClqTrpCjqTrpCkq

ȷ

.

sendo os valores dos pesos V1,1 e V2 dados por

V1,1 “
NT ´ 1

NT p´2NT ` 1qp´2NT ` 3q
,

V2 “
1

2NT p´2NT ` 1qp´2NT ` 3q
.

A partir das equações (2.14) e (2.15) podemos calcular a covariância de gpSq substituindo-as

na equação (2.8).

2.4 Bilhar mesoscópico Caótico

Nesta seção aplicaremos o método diagramático ao bilhar mesoscópico caótico conec-

tada a dois e quatro terminais, figura 2.1. Calcularemos a média e a variâncias da condu-

tância através do bilhar. Para isso, a matriz unitária será interpretada como a matriz de
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espalhamento que conecta as amplitudes das ondas que chegam no bilhar através dos termi-

nais com as que saem do bilhar, veja figura 2.1. A matriz S tem dimensão NT ˆ NT , onde

NT “
řn

i“1Ni, n é o número de terminais e Ni é o número de modos propagantes de ondas

no i-ésimo terminal. Ni é proporcional à largura pW q do terminal e ao vetor de Fermi pkF q

dada pela equação Ni “ kFWi{π. A matriz S é escrita como

S “

¨

˚

˚

˝

r t1

t r1

˛

‹

‹

‚

(2.16)

onde r e r1 são os blocos de reflexão e t e t1 os blocos de transmissão.

No formalismo de Landauer-Büttiker a condutância é escrita em função do bloco de

transmissão [63,64]

G “ G0 ˆ Trptt:
q, (2.17)

sendo G0 “ 2e2{h o quantum de condutância. Vamos definir as matrizes de projeção C1 e

C2 referentes aos terminais 1 e 2 conectados ao bilhar

C1 “

¨

˚

˚

˝

1N1 0

0 0

˛

‹

‹

‚

, C2 “

¨

˚

˚

˝

0 0

0 1N2

˛

‹

‹

‚

. (2.18)

Estas matrizes satisfazem as seguintes relações TrpCiq “ Ni e TrpCiCjq “ δijNi onde 1Ni
é

uma matriz identidade de dimensão NiˆNi. Fazendo uso das matrizes de projeção, podemos

reescrever a equação (2.17) da seguinte forma

Gij “ G0 ˆ TrpCiSCjS
:
q. (2.19)

Essa é a condutância entre os terminais i e j. Note que a equação (2.19) é equivalente a

equação (2.4). Desta forma, podemos utilizar os resultados apresentados acima para obter

a média e a variância da condutância através do bilhar.

2.4.1 Ensemble Circular Unitário (β “ 2)

Nesta seção calcularemos a média e a variância da condutância através de um bilhar

mesoscópico caótico conectado a dois e a quatro terminais no caso em que a matriz espalha-

mento é uma matriz unitária descrita pelo ensemble circular unitário. Neste caso, o bilhar
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está submetido a um campo magnético perpendicular externo que quebra a simetria de re-

versão temporal, veja Tabela 1.1. Sendo assim utilizaremos os resultados apresentados na

seção 2.1 para desenvolver os cálculos.

Bilhar conectado a dois terminais

Partimos da fórmula de Landauer-Büttiker, equação (2.19). Tomamos a média da

condutância para o caso de dois terminais

xG12y “ G0 ˆ TrpC1SC2S
:
qy. (2.20)

Como a matriz S é descrita pelo ensemble circular unitária a média desta equação é

dada pela equação (2.5). Desta forma obtemos que

xG12y “ G0 ˆ
N1N2

N1 ` N2

. (2.21)

Da mesma forma, a variância da condutância é dada pela equação (2.9), o que nos leva

a obter que

varrG12s “ G2
0 ˆ

N2
1N

2
2

pN1 ` N2q
2pN1 ` N2 ` 1qpN1 ` N2 ´ 1q

. (2.22)

No caso de terminais simétricos, ou seja, N1 “ N2 “ N , e tomando o limite semiclássico,

N ą 1, a média da condutância se simplifica para

xG12y “ G0 ˆ
N

2
. (2.23)

Por outro lado, a variância fica independente de N no limite semiclássico atingindo um valor

universal dado por

varrG12s “ G2
0 ˆ

1

16
. (2.24)

Tomando a raiz quadrada da variância temos desvio padrão da condutância dado por

rmsrG12s “ G0 ˆ

c

1

16
“ G0 ˆ 0, 25, (2.25)

conhecido como flutuação universal da condutância para o ensemble circular unitário.
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Bilhar conectado a quatro terminais

Seguindo os mesmos passos adotados na seção referente ao bilhar conectado a dois

terminais, podemos obter a média da condutância quando o bilhar está conectado a quatro

terminais. No caso do ensemble circular unitária a média da condutância é dada pela equação

(2.5). Desta forma obtemos que

xG12y “
N1N2

N1 ` N2 ` N3 ` N4

. (2.26)

A covariância entre as condutâncias G12 e G34 é definida por

covarrG12, G34s “ xG12G34y ´ xG12y xG34y , (2.27)

obtendo assim da equação (2.9) que

covarrG12, G34s “
N1N2N3N4

N2
T pNT ` 1qpNT ´ 1q

, (2.28)

onde NT “ N1 ` N2 ` N3 ` N4.

2.4.2 Ensemble Circular Ortogonal (β “ 1)

Nesta seção calcularemos a média e a variância da condutância através de um bilhar

mesoscópico caótico conectado a dois e a quatro terminais no caso em que a matriz espa-

lhamento é uma matriz simétrica descrita pelo ensemble circular ortogonal. Neste caso, o

bilhar preserva a simetria de reversão temporal e a simetria de rotação de spin, veja Tabela

1.1. Sendo assim utilizaremos os resultados apresentados na seção 2.2 para desenvolver os

cálculos.

Bilhar conectado a dois terminais

Partimos da fórmula de Landauer-Büttiker, equação (2.19). Tomamos a média da

condutância para o caso de dois terminais

xG12y “ G0 ˆ TrpC1SC2S
:
qy. (2.29)



2. Método diagramático aplicado ao bilhar mesoscópico caótico 24

Como a matriz S é descrita pelo ensemble circular ortogonal a média desta equação é dada

pela equação (2.10). Desta forma obtemos que

xG12y “ G0 ˆ
N1N2

N1 ` N2 ` 1
. (2.30)

Da mesma forma, a variância da condutância é dada pela equação (2.12), o que nos

leva a obter que

varrG12s “ G2
0 ˆ

2N1N2pN1 ` 1qpN2 ` 1q

pN1 ` N2qpN1 ` N2 ` 1q2pN1 ` N2 ` 3q
. (2.31)

No caso de terminais simétricos, ou seja, N1 “ N2 “ N , e tomando o limite semiclássico,

N ą 1, a média da condutância se simplifica para

xG12y “ G0 ˆ

„

N

2
´

1

4

ȷ

. (2.32)

O fator ´1{4 é conhecido como localização fraca e surge do efeito de retroespalhamento

coerente causada pela conservação da simetria de reversão temporal. Por outro lado, a

variância fica independente de N no limite semiclássico atingindo um valor universal dado

por

varrG12s “ G2
0 ˆ

1

8
. (2.33)

Tomando a raiz quadrada da variância temos desvio padrão da condutância dado por

rmsrG12s “ G0 ˆ

c

1

8
« G0 ˆ 0, 36, (2.34)

conhecido como flutuação universal da condutância para o ensemble circular ortogonal.

Bilhar conectado a quatro terminais

Seguindo os mesmos passos adotados na seção referente ao bilhar conectado a dois

terminais, podemos obter a média da condutância quando o bilhar está conectado a quatro

terminais. No caso do ensemble circular ortogonal a média da condutância é dada pela

equação (2.10). Desta forma obtemos que

xG12y “ G0 ˆ
N1N2

NT ` 1
. (2.35)

A covariância entre as condutâncias G12 e G34 é dada por

covarrG12, G34s “ G2
0 ˆ

2N1N2N3N4

NT pNT ` 1q2pNT ` 3q
. (2.36)
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2.4.3 Ensemble Circular Simplético (β “ 4)

Nesta seção calcularemos a média e a variância da condutância através de um bilhar

mesoscópico caótico conectado a dois e a quatro terminais no caso em que a matriz espalha-

mento é uma matriz quaterniônica descrita pelo ensemble circular simpletico. Neste caso, o

bilhar preserva simetria de reversão temporal, contudo, devido a um forte acoplamento spin-

órbita a simetria de rotação de spin é quebrada, veja Tabela 1.1. Sendo assim utilizaremos

os resultados apresentados na seção 2.3 para desenvolver os cálculos.

Bilhar conectado a dois terminais

Partimos da fórmula de Landauer-Büttiker, equação (2.19). Tomamos a média da

condutância para o caso de dois terminais

xG12y “ G0 ˆ TrpC1SC2S
:
qy. (2.37)

Como a matriz S é descrita pelo ensemble circular simplético a média desta equação é

dada pela equação (2.14). Desta forma obtemos que

xG12y “ G0 ˆ
N1N2

N1 ` N2 ´ 1{2
. (2.38)

Da mesma forma, a variância da condutância é dada pela equação (2.15), o que nos

leva a obter que

varrG12s “ G2
0 ˆ

4N1N2p2N1 ´ 1qp2N2 ´ 1q

pN1 ` N2qp2N1 ` 2N2 ´ 1q2p2N1 ` 2N2 ´ 3q
. (2.39)

No caso de terminais simétricos, ou seja, N1 “ N2 “ N , e tomando o limite semiclássico,

N ą 1, a média da condutância se simplifica para

xG12y “ G0 ˆ

„

N

2
`

1

8

ȷ

. (2.40)

O fator 1{8 é conhecido como anti-localização fraca e surge do efeito de retroespalha-

mento coerente causada pela conservação da simetria de reversão temporal e pela quebra

de simetria de rotação de spin devido ao forte acoplamento spin-órbita. Por outro lado, a
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variância fica independente de N no limite semiclássico atingindo um valor universal dado

por

varrG12s “ G2
0 ˆ

1

36
. (2.41)

Tomando a raiz quadrada da variância temos desvio padrão da condutância dado por

rmsrG12s “ G0 ˆ

c

1

36
« G0 ˆ 0, 18, (2.42)

conhecido como flutuação universal da condutância para o ensemble circular simpletico.

Bilhar conectado a quatro terminais

Seguindo os mesmos passos adotados na seção referente ao bilhar conectado a dois

terminais, podemos obter a média da condutância quando o bilhar está conectado a quatro

terminais. No caso do ensemble circular ortogonal a média da condutância é dada pela

equação (2.14). Desta forma obtemos que

xG12y “ G0 ˆ
N1N2

NT ´ 1{2
. (2.43)

A covariância entre as condutâncias G12 e G34 é dada por

covarrG12, G34s “ G2
0 ˆ

16N1N2N3N4

NT p2NT ´ 1q2p2NT ´ 3q
. (2.44)



CAPÍTULO 3

EFEITO HALL DE SPIN EM UM BILHAR

MESOSCÓPICO CAÓTICO

Neste capítulo revisitaremos o efeito Hall de spin em um bilhar mesoscópico caótico

conectado a quatro terminais. O efeito Hall de spin é caracterizado pela conversão de uma

corrente de carga longitudinal em uma corrente pura de spin transversal devido a um forte

acoplamento spin-órbita presente em certos materiais. Materiais com fraco acoplamento

spin-órbita não apresentam o efeito Hall de spin. Este problema foi estudado a partir do

formalismo de Landauer-Büttiker tanto do ponto de vista numérico, via modelo tight-binding

[65], quanto via teoria de matrizes aleatórias, através do método diagramático [50]. Em

ambos os trabalhos, foi mostrado que para o ensemble circular simplético as flutuações

universais da corrente de spin têm um valor universal de 0,18. Por outro lado, para o

ensemble circular ortogonal as flutuações são nulas pois materiais com fraco acoplamento

spin-órbita não apresentam o efeito Hall de spin.
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3.1 Efeito Hall de Spin via formalismo de Landauer-

Büttiker

Analisaremos um dispositivo mesoscópico composto por um bilhar caótico conectado

a quatro terminais. O bilhar tem forte acoplamento spin-órbita e está ilustrado na figura

3.1. Desejamos calcular a corrente pura de spin transversal, que flui entre os terminais 3 e

4, gerada a partir de uma corrente de carga longitudinal, que flui entre os terminais 1 e 2

devido há uma diferença de potencial fixa V entre os terminais.

Figura 3.1: Bilhar mesoscópico caótico conectado a quatro terminais e com um forte acopla-

mento spin-órbita (região amarelada) capaz de produzir uma corrente pura de spin trans-

versal a partir de uma corrente de carga longitudinal. A seta branca maior representa a

corrente pura de carga, a seta azul curvada para cima representa as cargas com spin up

sendo desviados para cima e a seta vermelha curvada para baixo representa cargas com spin

down sendo desviados para baixo.
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A equação de Landauer-Büttiker para a corrente [50, 66] que flui através do i-ésimo

terminal, levando em consideração o grau de liberdade de spin, é dado por

Iαi “
e2

h

ÿ

j

ταijpVi ´ Vjq, (3.1)

onde Vi e Vj são os potenciais efetivos dos terminais i e j. O coeficiente de transmissão ταij

é obtido dos blocos de transmissão e reflexão da matriz de espalhamento S, dada por

ταij “ TrpS:

ijσ
αSijq, S “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

r11 t12 t13 t14

t21 r22 t23 t24

t31 t32 r33 t34

t41 t42 t43 r44

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

. (3.2)

A matriz σ0 é um matriz identidade, enquanto σα é uma das matriz de Pauli com polarização

nas direções α “ tx, y, zu. Quando temos o valor de α “ 0, estamos nos referindo somente

a corrente de carga, por outro lado, quando α “ tx, y, zu estamos nos referindo somente a

corrente pura de spin. A partir da equação (3.1), podemos escrever a corrente de carga e de

spin em cada terminal conectado ao billhar

Iα1 “
e2

h
rτα12pV1 ´ V2q ` τα13pV1 ´ V3q ` τα14pV1 ´ V4qs (3.3)

Iα2 “
e2

h
rτα21pV2 ´ V1q ` τα23pV2 ´ V3q ` τα24pV2 ´ V4qs (3.4)

Iα3 “
e2

h
rτα31pV3 ´ V1q ` τα32pV3 ´ V2q ` τα34pV3 ´ V4qs (3.5)

Iα4 “
e2

h
rτα41pV4 ´ V1q ` τα42pV4 ´ V2q ` τα43pV4 ´ V3qs (3.6)

Como estamos interessados na corrente pura de spin transversal que flui entre os ter-

minais 3 e 4, ajustaremos seus potenciais para que não exista a passagem de corrente de

carga entre eles, ou seja,

I03 “ I04 “ 0.
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Pelo principio da conservação da carga, dizemos que toda corrente de carga que sai do

terminal 1 é a mesma corrente de carga que chega no terminal 2, portanto

I “ I01 “ ´I02 .

Subtraindo as equações 3.3 e 3.4 e escrevendo o valor dos seus potenciais de acordo com a

figura 3.1, ou seja, V1 “ V {2 e V2 “ ´V {2, temos que a corrente de carga longitudinal é

dada por

2I “
e2

h

„

V

2
pτ 012 ` τ 013 ` τ 014 ` τ 021 ` τ 023 ` τ 024 ` τ 012 ` τ 021q (3.7)

` V3pτ
0
23 ´ τ 013q ` V4pτ 024 ´ τ 014q

ȷ

.

Utilizando a conservação da probabilidade de transmissão

4
ÿ

j“1

ταij “ 2Niδα0,

na equação (3.7), podemos reescrever a corrente de carga longitudinal como

2I “
e2

h

„

V

2
p2N1 ´ τ 011 ` 2N2 ´ τ 022 ` τ 021 ` τ 012q ` V3pτ

0
23 ´ τ 013q ` V4pτ

0
24 ´ τ 014q

ȷ

. (3.8)

Como as correntes de cargas nos terminais 3 e 4 são nulas, calculamos as correntes

de spin transversais (α ‰ 0) a partir das equações (3.5) e (3.6), levando em consideração a

conservação da probabilidade de transmissão. Desta forma obtendo que

Iα3 “
e2

h

„

V

2
pτα32 ´ τα31q ´ V3pτ

α
33q ´ V4pτ

α
34q

ȷ

, (3.9)

Iα4 “
e2

h

„

V

2
pτα42 ´ τα41q ´ V3pτ

α
43q ´ V4pτ

α
44q

ȷ

, (3.10)

válidas somente para α “ tx, y, zu. Iremos agora dividir as expressões (3.8), (3.9) e (3.10)

por V , a fim de normalizar os potenciais e mudar a nomenclatura dos potenciais dos guia

3 e 4, por V̄3 “ V3

V
e V̄4 “ V4

V
. Também introduzimos a definição de densidade de corrente

adimensional referente ao i-ésimo terminal dada por

Jα
i “

h

e2
Iαi
V
. (3.11)
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Substituindo a expressão da densidade (3.11) nas equações (3.8), (3.9) e (3.10), ficare-

mos com

2J “
1

2
p2N1δα0 ´ τ 011 ` 2N2δα0 ´ τ 022 ` τ 021 ` τ 012q ` V̄3pτ

0
23 ´ τ 013q ` V̄4pτ

0
24 ´ τ 014q, (3.12)

Jα
3 “

1

2
pτα32 ´ τα31q ´ V̄3pτ

α
33q ´ V̄4pτ

α
34q, (3.13)

Jα
4 “

1

2
pτα42 ´ τα41q ´ V̄3pτ

α
43q ´ V̄4pτ

α
44q. (3.14)

A equação (3.12) fornece a densidade de corrente de carga longitudinal enquanto as

equações (3.13) e (3.14) fornecem as densidades de correntes de spin transversais através do

bilhar mesoscópico.

Devemos ajustar os potenciais V̄3 e V̄4 para que não haja passagem de corrente de carga

entre os terminais 3 e 4 (somente corrente de spin). Isso implica que suas correntes de cargas

sejam nulas (α “ 0), logo

J0
3 “ J0

4 “ 0.

Tomando essa condição nas equações (3.13) e (3.14) temos que

0 “
1

2
pτ 032 ´ τ 031q ` V̄3p2N3δα0 ´ τ 033q ´ V̄4pτ

0
34q (3.15)

e

0 “
1

2
pτ 042 ´ τ 041q ´ V̄3pτ

0
43q ` V̄4p2N4δα0 ´ τ 044q. (3.16)

Das equações (3.15) e (3.16) podemos encontrar equações para V̄3 e V̄4. Após a reorganização

algébrica das equações obtemos que

V̄3 “
1

2

τ 034pτ 042 ´ τ 041q ` pτ 032 ´ τ 031qp2N4 ´ τ 044q

pτ 043τ
0
34q ´ p2N3 ´ τ 033qp2N4 ´ τ 044q

(3.17)

e

V̄4 “
1

2

τ 043pτ 032 ´ τ 031q ` pτ 042 ´ τ 041qp2N3 ´ τ 033q

pτ 043τ
0
34q ´ p2N3 ´ τ 033qp2N4 ´ τ 044q

. (3.18)
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3.2 Efeito Hall de spin via teoria de matrizes aleatórias:

ensemble circular simplético (β “ 4)

Nesta seção estudaremos o efeito Hall de spin via teoria de matrizes aleatórias, mais

especificamente usaremos o ensemble circular simplético que descreve sistemas que preserva a

simetria de reversão temporal e apresenta um forte acoplamento spin-órbita, como mostrado

na Tabela 1.1. Como já foi comentado, o efeito Hall de spin é um efeito que ocorre em

materiais com forte interação spin-órbita, desta forma o ensemble circular ortogonal não

se aplica a este problema, pois este somente se explica a materiais com fraco acoplamento

spin-órbita. O ensemble circular unitário também não é recomendado à este problema, pois

este melhor se encaixa à sistemas submetidos a um campo magnético perpendicular externo,

o qual levaria ao efeito Hall clássico, destruindo o efeito Hall de spin.

Como vimos, o coeficiente de transmissão confome a equação (3.2) é dado por

ταij “ TrpS:

ijσ
αSijq (3.19)

onde σα é a matriz de Pauli com índice α assumindo valores de 0, x, y ou z que são as direções

no qual o spin pode estar orientado :

σ0
“

»

—

—

–

1 0

0 1

fi

ffi

ffi

fl

; σx
“

»

—

—

–

0 1

1 0

fi

ffi

ffi

fl

; σy
“

»

—

—

–

0 ´i

i 0

fi

ffi

ffi

fl

; σz
“

»

—

—

–

´1 0

0 1

fi

ffi

ffi

fl

. (3.20)

Podemos reescrever a equação (3.19) em termos das matrizes projeções Ci e Cj e da

matriz de espalhamento S como

ταij “ TrpCα
i SC

0
j S

:
q, (3.21)
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onde o operador de projeção Cα
i é dado por

Cα
1 “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1N1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

b σα; Cα
2 “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 0 0 0

0 1N2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

b σα;

Cα
3 “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1N3 0

0 0 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

b σα; Cα
4 “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1N4

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

b σα; (3.22)

que satisfaz a seguinte relação TrpCα
i C

β
j q “ 2Niδij ˆδαβ. Usando a equação (2.14), podemos

calcular a média da probabilidade de transmissão, confome a equação (3.21) de uma carga

que sai do terminal j não polarizado (α “ 0), ir para um terminal i com polarização α.

Desta forma, obtemos que

xταijy “ δα0

˜

4NiNj ´ 2Niδij
2NT ´ 1

¸

, (3.23)

lembrando que NT é a soma do número total de canais abertos em todos os terminais,

NT “ N1 ` N2 ` N3 ` N4. Para o segundo momento da média, temos que

xταijτ
β
kly “ xTrpCα

i SC
0
j S

:
qTrpCβ

kSC
0
l S

:
qy. (3.24)

e a covariância é dada por

covarrταij, τ
β
kls “ xταijτ

β
kly ´ xταijyxτβkly. (3.25)

Usando a equação (2.14) obtemos que

covarrταij, τ
β
kls “

4δαβ
NT p2NT ´ 1q2p2NT ´ 3q

␣

NiNjpNT ´ 1qp2NT ´ 1qpδikδjl ` δilδjkδα0q

` δα0pNiNkδijδkl ´ 2NiNkNlδij ´ 2NiNjNkδkl ` 4NiNjNkNlq

´ NiNT p2NT ´ 1qδijkl ` p2NT ´ 1qrNiNlδijk ` NiNkδijlδα0 ` NiNjpδikl ` δjklδα0q

´ NiNjNlpδik ` δjkδα0q ´ NiNjNkδα0pδil ` δjlqs
(

. (3.26)
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Estes cálculos só foram possível, graças as técnicas do capítulo 2 dessa dissertação,

mais especificamente na seção (2.3), onde foi necessário calcular 24 diagramas.

3.2.1 Média do potencial nos terminais transversais

Calcularemos a média da voltagem dos terminais transversais 3 e 4 a partir das equações

(3.17) e (3.18). Tomando a média dessas equações, encontramos os seguintes resultados

xV̄3y “
1

2

covarrτ 034τ 042s ´ covarrτ 034τ 041s ` 2N4xτ
0
32y ´ covarrτ 032τ 044s ´ 2N4xτ

0
31y ` covarrτ 031τ 044s

covarrτ 043τ 034s ´ 4N3N4 ` 2N3xτ 044y ` 2N4xτ 033y ´ covarrτ 033τ 044s
(3.27)

e

xV̄4y “
1

2

covarrτ 043τ 032s ´ covarrτ 043τ 031s ` 2N3xτ 042y ´ covarrτ 042τ 033s ´ 2N3xτ
0
41y ` covarrτ 041τ 033s

covarrτ 034τ 043s ´ 4N3N4 ` 2N4xτ 033y ` 2N3xτ 044y ´ covarrτ 044τ 033s
.(3.28)

Para calcular as médias das tensões dos terminais 3 e 4, iremos aplicar as equações

(3.23) e (3.26) nas equações (3.27) e (3.28). Desta forma, encontraremos o seguinte resultado

analítico

xV̄3y “ xV̄4y “
1

2

N1 ´ N2

N1 ` N2

. (3.29)

Podemos concluir que se o número de canais abertos nos terminais 1 e 2 forem iguais,

ou seja, simétricos (N1 “ N2), a média da tensão nos terminais 3 e 4 é nula

xV̄3y “ xV̄4y “ 0.

3.2.2 Média da corrente transversal de spin

Estamos interessados na média da densidade da corrente transversal de spin entre os

terminais 3 e 4, equações (3.13) e (3.14). Note que os potenciais transversais, equações

(3.17) e (3.18), são independentes do grau de liberdade de spin, pois dependem apenas de

τ 0ij. Sendo assim, não possuem correlação com ταij. Desta forma, a média da densidade de

corrente de spin transversal pode ser escrita como

xJα
3 y “

1

2

´

xτα32y ´ xτα31y
¯

´

´

xV̄3yxτα33y ` xV̄4yxτα34y

¯

(3.30)
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e

xJα
4 y “

1

2

´

xτα42y ´ xτα41y
¯

´

´

xV̄3yxτα43y ` xV̄4yxτα44y

¯

. (3.31)

Substituindo as equações (3.23) e (3.29) nas equações (3.30) e (3.31), temos que

xJα
3 y “ xJα

4 y “ 0, (3.32)

válido para α ‰ 0.

3.2.3 Variância da corrente transversal de spin

Embora a média da densidade de corrente de spin nos terminais transversais 3 e 4

sejam nulas, sempre existirá flutuações quânticas em torno do valor médio. Dessa maneira,

queremos saber o quanto a corrente flutua em torno da média, ou seja, calcular sua dispersão.

Sabemos que a covariância é calculada como

covarrJα
i , J

β
k s “ xJα

i J
β
k y ´ xJα

i yxJβ
k y. (3.33)

Como sabemos, a média da densidade da corrente de spin transversal é nula, equação

(3.32), desta forma pode escrever que

covarrJα
i , J

β
k s “ xJα

i J
β
k y.

Então, nosso objetivo é calcular o segundo momento, que pode ser escrito como

xJα
i J

β
k y “

C

»

–

1

2
pταi2 ´ ταi1q ´

ÿ

j“3,4

pταijV̄jq

fi

fl ˆ

»

–

1

2
pτβk2 ´ τβk1q ´

ÿ

l“3,4

pτβklV̄lq

fi

fl

G

. (3.34)

Aplicando as propriedades multiplicativas, encontramos que

xJα
i J

β
k y “

C

1

4

´

pταi2 ´ ταi1qpτβk2 ´ τβk1q
¯

´
1

2

´

pταi2 ´ ταi1q
ÿ

l“3,4

pτβklV̄lq

¯

´
1

2

´

pτβk2 ´ τβk1q
ÿ

j“3,4

pταijV̄jq

¯

`
ÿ

j,l“3,4

pταijV̄jqpτβklV̄lq

G

. (3.35)
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Portanto, temos que a equação da covariância (3.33) pode ser escrita como

covarrJα
i , J

β
k s “

1

4

´

xταi2τ
β
k2y ´ xταi1τ

β
k2y ´ xταi2τ

β
k1y ` xταi1τ

β
k1y

¯

`
1

2

´

xταi3τ
β
k1yxV̄3y ´ xταi3τ

β
k2yxV̄3y ` xταi4τ

β
k1yxV̄4y ´ xταi4τ

β
k2yxV̄4y (3.36)

` xταi1τ
β
k3yxV̄3y ´ xταi2τ

β
k3yxV̄3y ` xταi1τ

β
k4yxV̄4y ´ xταi2τ

β
k4yxV̄4y

¯

` xταi4τ
β
k3yxV̄3yxV̄4y ` xταi3τ

β
k4yxV̄3yxV̄4y ` xταi3τ

β
k3yxV̄3y

2
` xταi4τ

β
k4yxV̄4y

2.

Quando i “ k e β “ α com α ‰ 0, a covariância entre Jα
i e Jβ

k se torna a variância de

Jα
i ,

covarrJα
i , J

α
i s “ varrJα

i s.

Substituindo as equações (3.26) e (3.29) na equação (3.37), obtemos o resultado para

variância da densidade de corrente nos terminais 3 e 4 por

varrJα
3 s “

4pNT ´ 1qN1N2N3

pNT qp2NT ´ 1qp2NT ´ 3qpN1 ` N2q
, (3.37)

varrJα
4 s “

4pNT ´ 1qN1N2N4

pNT qp2NT ´ 1qp2NT ´ 3qpN1 ` N2q
, (3.38)

onde NT “ N1 ` N2 ` N3 ` N4. Vale salientar que não há passagem de corrente de spin nos

terminais longitudinais. Logo, podemos escrever a variância de uma forma geral a partir de

um terminal j transversal, dada por

varrJα
j s “

4pNT ´ 1qN1N2Nj

pNT qp2NT ´ 1qp2NT ´ 3qpN1 ` N2q
, (3.39)

para j “ 3, 4 e α “ x, y, z.

Com esse resultado, podemos fazer algumas análises relevantes. A primeira análise

é quando temos o mesmo número de canais abertos em cada terminal, ou seja, terminais

simétricos N1 “ N2 “ N3 “ N4 “ N e NT “ 4N . Ao substituir essas mudanças na equação

(3.39), obteremos a equação analítica exata para o caso simétrico, dado por

varrJα
j s “

1

2

p4N ´ 1qN

p8N ´ 1qp8N ´ 3q
. (3.40)

Nossa segunda análise, é para o regime semiclássico (N " 1), de real interesse experi-

mental. Tomando o limite semiclássico N Ñ 8 na equação acima, temos

varrJα
j s “

1

32
, (3.41)
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que é um valor universal pois não depende de nenhum parâmetro. As amplitudes das flutu-

ações da corrente de spin transversal é dada pelo desvio padrão como se segue

rmsrJα
j s “

c

1

32
« 0, 18. (3.42)

Este é conhecido com valor universal das flutuações da corrente de spin transversal do

efeito Hall de spin. Desta forma, podemos concluir que a corrente de spin possui flutuações

universais com amplitudes da ordem 0,18. Este resultado foram obtidos pelas referências [65]

e [50].



CAPÍTULO 4

EFEITO HALL ORBITAL EM UM BILHAR

MESOSCÓPICO CAÓTICO

Neste capítulo estudaremos o efeito Hall orbital em um bilhar mesoscópico caótico co-

nectado a quatro terminais. O efeito Hall de orbital é semelhante ao efeito Hall de spin,

contudo, de vez de olharmos para o spin do elétron olharemos para o momento angular or-

bital. Desta forma, o efeito Hall orbital é caracterizado pela conversão de uma corrente de

carga longitudinal em uma corrente pura orbital transversal devido a sistemas centrossimé-

tricos com textura de momento espacial orbital. A principal diferença entre os dois efeitos

é que o efeito Hall orbital independe da presença de um forte acoplamento spin-órbita, en-

quanto o efeito Hall de spin somente surge na presença de um forte acoplamento spin-órbita.

Materiais com fraco acoplamento spin-órbita apresentam o efeito Hall orbital, ampliando o

leque de materiais que podem ser usados em experimentos. Outro fato importante é que o

efeito Hall orbital nunca tinha sido estudado a partir do formalismo de Landauer-Büttiker

e nem a partir da teoria de matrizes aleatórias, através do método diagramático [50]. Neste

trabalho, mostraremos que para o ensemble circular ortogonal as flutuações universais da

corrente orbital têm um valor universal de 0,36, enquanto para o ensemble circular simplético

as flutuações universais têm o mesmo valor que as flutuações universais da corrente de spin,
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0,18.

4.1 Efeito Hall orbital via formalismo de Landauer-

Büttiker

Semelhante ao efeito Hall de spin, iremos analisar o efeito Hall orbital em um dispo-

sitivo conectado a quatro terminais semi-infinitos que possui a mesma quantidade de canais

abertos em cada terminal, ou seja, terminais simétricos. O bilhar mesoscópico possui grau

de liberdade de momento angular orbital e de spin e cada terminal está submetidos a uma

tensões Vi. O bilhar pode ou não aprensenta um forte acoplamento spin-orbita. Nosso obje-

tivo é calcular a corrente orbital transversal que flui entre os terminais 3 e 4, gerada a partir

de uma corrente de carga que flui entre terminais 1 e 2 devido a uma diferença de potencial

V , como inlustrado na figura 4.1.

Utilizaremos o formalismo de Landauer-Büttiker como feito no capítulo 3, mas agora

iremos introduzir um grau de liberdade do momento angular orbital afim de calcular a

corrente orbital que flui entre o i-ésimo terminal e j-ésimo terminal. Neste caso temos que

Iηi “
e2

h

ÿ

j

τ ηijpVi ´ Vjq, (4.1)

em que, τ ηij é o coeficiente de transmissão orbital que é obtido a partir dos blocos de trans-

missão e reflexão correspondente a matriz de espalhamento S,

τ ηij “ TrpS:

ijP
ηSijq , S “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

r11 t12 t13 t14

t21 r22 t23 t24

t31 t32 r33 t34

t41 t42 t43 r44

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

. (4.2)

A matriz projeção é defina da como

P η
“ 1N b lη b σ0,
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Figura 4.1: Efeito Hall orbital em um bilhar mesoscópico caótico conectado a quatro termi-

nais semi-infinitos submetidos à tensões Vi e com uma textura (região azulada) do momento

espacial orbital. Pode ou não haver a presença de um acoplamento spin-órbita.

onde 1N é a matriz identidade de dimensão N ˆ N e N é um número modos propagantes

de ondas nos terminais. Representamos l0 como matriz do momento angular identidade, σ0

como matriz de Pauli identidade e por último lη como a matriz do momento angular orbital

nas direções η “ tx, y ou zu. Portanto, definimos a corrente de carga quando η “ 0 e a

corrente de momento angular orbital quando η “ tx, y ou zu.

Através da equação (4.1) podemos escrever a corrente de carga e de momento angular

orbital em cada terminal como

Iη1 “
e2

h

“

τ η12pV1 ´ V2q ` τ η13pV1 ´ V3q ` τ η14pV1 ´ V4q
‰

(4.3)

Iη2 “
e2

h

“

τ η21pV2 ´ V1q ` τ η23pV2 ´ V3q ` τ η24pV2 ´ V4q
‰

(4.4)
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Iη3 “
e2

h

“

τ η31pV3 ´ V1q ` τ η32pV3 ´ V2q ` τ η34pV3 ´ V4q
‰

(4.5)

Iη4 “
e2

h

“

τ η41pV4 ´ V1q ` τ η42pV4 ´ V2q ` τ η43pV4 ´ V3q
‰

. (4.6)

Como estamos interessados na corrente de momento angular orbital que flui entre os

terminais 3 e 4, ajustaremos seus potenciais para que não exista a passagem de corrente de

carga entre eles, ou seja,

I03 “ I04 “ 0.

Utilizaremos também o conceito do principio da conservação da carga, que nos diz que

toda corrente de carga que sai do terminal 1 é a mesma corrente pura de carga que entra no

terminal 2, portanto

I “ I01 “ ´I02 .

Subtraindo as equações (4.3) e (4.4) e escrevendo o valor dos seus ponteciais de acordo

com a figura 4.1, obtemos que

2I “
e2

h

„

V

2
pτ 012 ` τ 013 ` τ 014 ` τ 021 ` τ 023 ` τ 024 ` τ 012 ` τ 021q

` V3pτ
0
23 ´ τ 013q ` V4pτ 024 ´ τ 014q

ȷ

. (4.7)

Utilizando o conceito da conservação da probabilidade de transmissão
4
ÿ

j“1

τ ηij “ 2Nδη0,

podemos substituir na equação (4.7) e em seguida nas equações (4.5) e (4.6). Desta forma,

podemos reescrever a equação (4.7) da seguinte forma

2I “
e2

h

„

V

2
p4N ´ τ 011 ´ τ 022 ` τ 021 ` τ 012q ` V3pτ 023 ´ τ 013q ` V4pτ

0
24 ´ τ 014q

ȷ

. (4.8)

Por outro lado, nos terminais 3 e 4 só flui corrente orbital transversal (η ‰ 0), a qual

pode ser calculada das equações (4.5) e (4.6) como

Iη3 “
e2

h

„

V

2
pτ η32 ´ τ η31q ´ V3pτ

η
33q ´ V4pτ η34q

ȷ

(4.9)

Iη4 “
e2

h

„

V

2
pτ η42 ´ τ η41q ´ V3pτ

η
43q ´ V4pτ η44q

ȷ

(4.10)
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Como feito no capítulo 3, iremos normalizar os potenciais dos terminais 3 e 4 por V ,

rV3 “
V3

V

e
rV4 “

V4

V
.

Também iremos introduzir a definição de densidade de corrente orbital como

Jη
i “

h

e2
Iηi
V
. (4.11)

Substituindo as equações (4.8), (4.9) e (4.10) na equação (4.11) teremos as densidades

da correntes de carga (η “ 0) e corrente orbital (η ‰ 0) presentes no bilhar mesoscópico

2J “
1

2
p2N1δη0 ´ τ 011 ` 2N2δη0 ´ τ 022 ` τ 021 ` τ 012q ` rV3pτ

0
23 ´ τ 013q ` rV4pτ

0
24 ´ τ 014q; (4.12)

Jη
3 “

1

2
pτ η32 ´ τ η31q ´ rV3pτ

η
33q ´ rV4pτ

η
34q; (4.13)

Jη
4 “

1

2
pτ η42 ´ τ η41q ´ rV3pτ

η
43q ´ rV4pτ

η
44q. (4.14)

Ajustamos os potenciais rV3 e rV4 para não haver passagem de corrente de carga que flua

pelos terminais 3 e 4. Isso implica que suas correntes de cargas sejam nulas pη “ 0q, ou seja,

J0
3 “ J0

4 “ 0.

Logo, ao aplicar esta condição as equações (4.13) e (4.14) temos

0 “
1

2
pτ 032 ´ τ 031q ` rV3p2N3 ´ τ 033q ´ rV4pτ

0
34q (4.15)

e

0 “
1

2
pτ 042 ´ τ 041q ´ rV3pτ

0
43q ` rV4p2N4 ´ τ 044q. (4.16)

Como no capítulo 3, encontramos que os potenciais nos terminais 3 e 4 são dados por

rV3 “
1

2

τ 034pτ 042 ´ τ 041q ` pτ 032 ´ τ 031qp2N4 ´ τ 044q

pτ 043τ
0
34q ´ p2N3 ´ τ 033qp2N4 ´ τ 044q

, (4.17)

rV4 “
1

2

τ 043pτ 032 ´ τ 031q ` pτ 042 ´ τ 041qp2N3 ´ τ 033q

pτ 043τ
0
34q ´ p2N3 ´ τ 033qp2N4 ´ τ 044q

. (4.18)
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4.2 Efeito Hall de spin via teoria de matrizes aleatórias:

ensemble circular ortogonal (β “ 1)

Nesta seção estudaremos o efeito Hall orbital quando a matriz espalhamento que des-

creve o transporte através do bilhar é descrita pelo ensemble circular ortogonal. Isso significa

que a simetria de reversão temporal é preservada e que não há presença de um acoplamento

spin-órbita. Nosso intuito é calcular a média e a covariância do coeficiente de transmissão

orbital, com o objetivo encontrar o valor exato das tensões transversais e as densidades de

correntes orbitais transversais. Como feito no capítulo 3, podemos reescrever o coeficiente

de transmissão orbital, equação (4.2), como

τ ηij “ TrpCη
i SC

0
j S

:
q, (4.19)

onde o operador de projeção Cη
i é dado por

Cη
1 “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1N 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

b lη b σ0, Cη
2 “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 0 0 0

0 1N 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

b lη b σ0,

Cη
3 “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1N 0

0 0 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

b lη b σ0 e Cη
4 “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1N

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

b lη b σ0. (4.20)

Sendo

σ0 “

»

—

—

–

1 0

0 1

fi

ffi

ffi

fl

, l0 “ l2i (com i “ x, y ou z) (4.21)
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e

lx “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 ´i

0 0 i 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, ly “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 0 0 0

0 0 0 i

0 0 0 0

0 ´i 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

e lz “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 0 0 0

0 0 ´i 0

0 i 0 0

0 0 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

. (4.22)

Desta forma, temos que o TrpCη
i C

0
j q “ 4N ˆ δη0.

Agora podemos aplicar o método diagramática apresentado no capítulo 2, aplicando na

equação (4.19) para calcular a média da probabilidade de transmissão do i-ésimo terminal

para o j-ésimo terminal com polarização orbital η. Aplicando a equação (2.10) na equação

(4.19), obtemos que

xτ ηijy “ δη0
p4N2 ` 2Nδijq

8N ` 1
. (4.23)

O segundo momento pode ser calculado usando a equação (2.12), para o qual obtemos que

xτ ηijτ
µ
kly “

1

Np8N ` 1qp8N ` 3q

!

p2 ` 8Nqδη0δµ0
“

2N4
` N3

pδkl ` δijq
‰

` p1 ` 4Nq
“

N2
pδη0δµ0pδijδkl ` δilδjkq ` δikδjlδηµq ` Nδiljkδηµδη0

‰

´ N3
“

δη0δµ0pδjk ` δjl ` δilq ` δikδηµ
‰

´ Nδilkjδηµδη0

´ N2δη0
“

δµ0pδjlk ` δiljq `
1

2
δηµpδikj ` δilk ` δikl ` δijklq

‰

)

. (4.24)

4.2.1 Média dos potenciais nos terminais transversais

Obteremos o valor exato da média da voltagem dos terminais 3 e 4. Utilizando o mesmo

método para o efeito Hall de spin, partirmos das equações (4.17) e (4.18) e tomando suas

médias. Para obter o valor das tensões médias para o ensemble circular ortogonal, faremos

uso das equações (4.23) e (4.24). Neste caso, encontramos que a tensão é

x rV3y “ x rV4y “ 0. (4.25)

Ou seja, a tensão é sempre nula para o caso de terminais simétricos, similar ao efeito Hall

de spin.
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4.2.2 Média da corrente transversal orbital

Nosso objetivo é encontrar as flutuações universais da corrente orbital para o ensemble

circular ortogonal. Calcularemos a média da densidade de corrente orbital polarizada η ‰ 0,

mostradas nas equações (4.13) e (4.14). Neste caso temos

xJη
3 y “

1

2

´

xτ η32y ´ xτ η31y
¯

´

´

x rV3yxτ η33y ` x rV4yxτ η34y

¯

; (4.26)

e

xJη
4 y “

1

2

´

xτ η42y ´ xτ η41y

¯

´

´

x rV3yxτ η43y ` x rV4yxτ η44y

¯

. (4.27)

Substituindo a equação (4.23) nas equações acima, encontramos que a média da den-

sidade de corrente orbital é

xJη
3 y “ xJη

4 y “ 0. (4.28)

Mesmo resultado encontrado para o efeito Hall de spin.

4.2.3 Variância da corrente transversal orbital

Mesmo que a média da densidade de corrente orbital seja nula, existirá flutuações

quânticas em torno da média. Desse modo, estamos interessados em calcular a dispersão da

densidade corrente orbital, dada pela equação (3.33). Calculamos o segundo momento da

média da mesma maneira da equação (3.35). Para o caso do ensemble circular ortogonal,

podemos encontrar a equação analítica da variância para o caso em que todos os terminais

têm o mesmo número de canais abertos usando a equação (4.24). Logo temos que

varrJη
s “

2Np1 ` 4Nq

p8N ` 1qp8N ` 3q
. (4.29)

O regime de interesse é o regime semiclássico, onde o número de canais abertos nos

terminais é grande, N " 1. Logo para o limite em que N Ñ 8, temos que

varrJη
s “

1

8
. (4.30)
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Desta forma o desvio padrão da corrente orbital para o caso do ensemble circular

ortogonal é

rmsrJη
s “

c

1

8
« 0, 36. (4.31)

Desta forma é possível avaliar que o efeito Hall orbital também apresenta flutuações

universais da corrente orbital transversal para o sistema na ausência de acoplamento spin-

órbita. Neste caso as flutuações apresentam amplitudes em torno de 0,36 em contra ponto

ao resultado do efeito Hall de spin que para este caso tem amplitude nula.

4.3 Efeito Hall orbital via teoria de matrizes aleatórias:

ensemble circular simplético (β “ 4)

Nesta seção estudaremos o efeito Hall orbital quando a matriz espalhamento que des-

creve o transporte através do bilhar é descrita pelo ensemble circular simplético. Isso significa

que a simetria de reversão temporal é preservada e que há a presença de um forte acoplamento

spin-órbita. Nosso intuito é calcular a média e a covariância do coeficiente de transmissão

orbital, com o objetivo de poder achar os valores exatos das tensões transversais e as densi-

dades de correntes orbitais transversais. No caso do ensemble circular simplético o ensemble

circular simplético o coeficiente de transmissão orbital é dado pela equação (4.19).

Podemos aplicar o método diagramática apresentado no capítulo 2 na equação (4.19) e

calcular média da probabilidade de transmissão do i-ésimo terminal para o j-ésimo terminal

com polarização orbital η. Aplicando a equação (2.14) na equação (4.19), obtemos que

xτ ηijy “ δη0
p4Nδij ´ 16N2q

1 ´ 16N
. (4.32)

O segundo momento pode ser calculado usando a equação (2.15), para o qual obtemos que

xτ ηijτ
µ
kly “

1

Np´16N ` 1qp´16N ` 3q

!

p2 ´ 16Nq
“

δη0δµ0p´16N4
´ 4N3

pδkl ` δijq ´ N2
pδijδkl ` δilδjkqq

´ N2δikδjlδηµ
‰

` 4N3
“

δη0δµ0pδjk ` δjl ` δilq ` δikδηµ
‰

` Nδηµδη0
“

δilkj ´ p1 ´ 8Nqδiljk
‰

` N2δη0
“

2δµ0pδjlk ` δiljq ` δηµpδikj ` δilk ` δikl ` δijklq
‰

)

. (4.33)
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4.3.1 Média do potencial nos terminais transversais

Obteremos o valor exato da média da voltagem dos terminais 3 e 4. Utilizaremos o

mesmo método para o caso do ensemble circular ortogonal, partirmos das equações (4.17)

e (4.18) e tomando suas médias. Para obter o valor das tensões médias para o ensemble

circular símpletico, faremos uso das equações (4.32) e (4.33). Neste caso, encontramos que

a tensão é

x rV3y “ x rV4y “ 0. (4.34)

Ou seja, a tensão é sempre nula para o caso de terminais simétricos, similar ao efeito Hall

de spin.

4.3.2 Média da corrente transversal orbital

Nosso objetivo é encontrar as flutuações universais da corrente orbital para o ensemble

circular símpletico. Calcularemos a média da densidade de corrente orbital polarizada η ‰ 0,

mostradas nas equações (4.13) e (4.14). Neste caso temos

xJη
3 y “

1

2

´

xτ η32y ´ xτ η31y
¯

´

´

x rV3yxτ η33y ` x rV4yxτ η34y

¯

; (4.35)

e

xJη
4 y “

1

2

´

xτ η42y ´ xτ η41y

¯

´

´

x rV3yxτ η43y ` x rV4yxτ η44y

¯

. (4.36)

Substituindo a equação (4.32) nas equações acima, encontramos que a média da den-

sidade de corrente orbital é

xJη
3 y “ xJη

4 y “ 0. (4.37)

Mesmo resultado encontrado para o efeito Hall de spin.

4.3.3 Variância da corrente orbital transversal

Mesmo que a média da densidade de corrente orbital seja nula, existirá flutuações

quânticas em torno da média. Desse modo, estamos interessados em calcular a dispersão da
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densidade corrente orbital, dada pela equação (3.33). Calculamos o segundo momento da

média da mesma maneira da equação (3.35). Para o caso do ensemble circular simplético,

podemos encontrar a equação analítica da variância para o caso em que todos os terminais

têm o mesmo número de canais abertos usando a equação (4.33). Logo temos que

varrJη
s “

Np8N ´ 1q

p16N ´ 1qp16N ´ 3q
. (4.38)

O regime de interesse é o regime semiclássico, onde o número de canais abertos nos terminais

é grande, N " 1. Logo para o limite em que N Ñ 8, temos que

varrJη
s “

1

32
. (4.39)

Desta forma o desvio padrão da corrente orbital para o caso do ensemble circular ortogonal

é

rmsrJη
s “

c

1

32
« 0, 18. (4.40)

Desta forma é possível avaliar que o efeito Hall orbital também apresenta flutuações uni-

versais da corrente orbital transversal para o sistema na presença de um forte acoplamento

spin-órbita. Neste caso as flutuações apresentam amplitudes em torno de 0,18, iguais ao do

efeito Hall de spin que possui amplitude de 0,18.



CAPÍTULO 5

CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

FUTURAS

Nesta dissertação, estudamos o efeito Hall orbital em um bilhar mesoscópico caótico

na presença e na ausência do acoplamento spin-órbita usando o formalismo de Landauer-

Büttiker. Para isso foi usando a teoria de matrizes aleatórias, mais especificamente o mé-

todo diagramático apresentado no capítulo 2. Mostramos que a corrente orbital transversal

apresenta flutuações universais e que a amplitude das flutuações depende das simetrias do

sistema.

Mais especificamente, mostramos que para o ensemble circular ortogonal a amplitude

das flutuações universais da corrente orbital é da ordem de 0,36, enquanto que para o efeito

Hall de spin a amplitude é nula dado que este efeito não surge na ausência do acoplamento

spin-órbita. Por outro lado, para o ensemble circular símpletico a amplitude das flutuações

universais da corrente orbital diminui de um fator de 2, ou seja, é da ordem de 0,18, que é

o mesmo valor da amplitude das flutuações da corrente de spin do efeito Hall de spin.

A partir desses resultados, podemos concluir que o efeito Hall orbital é mais fundamen-

tal do que o efeito Hall de spin, porque ele independe da presença do acoplamento spin-órbita.

Além disso, na presença do acoplamento spin-órbita, nossos resultados indicam que o efeito
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Hall orbital e o efeito Hall de spin podem ocorrer simultaneamente.

Como perspectivas para novos trabalhos pretendemos estudar o efeito Hall orbital

inverso bem como o efeito Nernst de spin e orbital.
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¨



APÊNDICE A

REPRESENTAÇÃO DIAGRAMÁTICA DO

SEGUNDO MOMENTO

Ao utilizar as regras propostas no capítulo 2 desse trabalho, na utilização do método

diagramático, foi possível construir todos os 24 diagramas para o cálculo da média do segundo

momento da condutância nas equações (2.12) e (2.15).

As figuras mostrarão os diagramas para o grupo ortogonal, de acordo com suas permu-

tações possíveis em cada diagrama desenhado com seu respectivo peso e pode ser facilmente

aproveitado para o grupo simplético, em que só basta seguir suas regras descritas.
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Figura A.1: Representação diagramática dos 24 diagramas para a média do segundo mo-

mento.
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