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”Se estiver se sentindo desmotivado ou que não
é bom o suficiente, incendeie o seu coração,
enxugue as lágrimas e siga em frente. Quando
se entristecer ou se acovardar, lembre-se que
o fluxo do tempo nunca para. Ele não vai te
esperar enquanto você se afoga em tristeza”.

Kyojuro Rengoku



Resumo

O comportamento coletivo de cardumes é sensível à densidade, influenciando as es-
truturas internas e as interações entre vizinhos. Este trabalho investigou como diferentes
densidades afetam os padrões de movimento em cardumes de peixe-zebra (Danio rerio),
utilizando dados experimentais para grupos de 2 a 30 indivíduos. A análise do desloca-
mento quadrático médio revelou que os peixes apresentam difusão anômala e, em baixas
densidades, exibem movimentos superdifusivos, deslocando-se mais rapidamente em re-
lação ao centro de massa do cardume do que caminhantes brownianos. A partir da dis-
tribuição cumulativa complementar dos comprimentos dos passos, foram identificados
expoentes de leis de potência truncadas: para 𝑁 ≤ 15, os cardumes seguem um regime de
voo de Lévy, enquanto para 𝑁 > 15, o comportamento se aproxima de um regime brow-
niano. A presença de assinaturas de caminhadas de Lévy nos deslocamentos em relação
ao centro de massa é interpretada como uma estratégia de movimento equilibrado, que
facilita a dinâmica coletiva e a transferência de informações dentro do grupo. Conclui-se
que o aumento da densidade provoca uma transição de regime nos padrões de difusão,
modificando as relações de vizinhança e a organização coletiva nos cardumes.
Palavras-chave: Comportamento coletivo,Matéria ativa, Sistemas Físicos de não-equilíbrio,
Cardumes de peixes, Transições de fase.
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Abstract

The collective behavior of fish schools is sensitive to density, influencing their internal
structure and neighbor interactions. This study investigated how different densities affect
the movement patterns of zebrafish (Danio rerio) schools using experimental data from
groups of 2 to 30 individuals. Analysis of the mean square displacement revealed that the
fish exhibit anomalous diffusion and, at low densities, display superdiffusive behavior,
moving faster relative to the school’s center of mass than Brownian walkers. From the
complementary cumulative distribution of step lengths, truncated power-law exponents
were identified: for 𝑁 ≤ 15, the schools follow a Lévy flight regime, while for 𝑁 > 15,
the behavior approaches a Brownian regime. The presence of Lévy walk signatures in the
displacements relative to the center of mass is interpreted as a balanced movement stra-
tegy that facilitates dynamic collective motion and information transfer within the group.
We conclude that increasing density induces a regime transition in the diffusion patterns,
modifying neighborhood relationships and the collective organization within the schools.
Keywords: Collective behavior, Active matter, Non-equilibrium Physical systems, Fish
schools, Phase transitions.
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CAPÍTULO 1

Introdução

A natureza exibe uma variedade de exemplos de comportamento coletivo, desde aves
que migram em formação a cardumes de peixes, passando por colônias de bactérias e até
mesmo pelo tráfego de veículos, como mostra a figura 1.1. Apesar de suas aparências
distintas, todos esses sistemas consistem em muitos agentes que interagem localmente,
por vezes de forma complexa, e cuja dinâmica conjunta dá origem a padrões coletivos que
não podem ser antecipados apenas a partir do comportamento individual [1].

(a) (b)

(c) (d)

Figura 1.1: Exemplos de sistemas com comportamento coletivo em diferentes contextos.
(a) Cardume de sardinhas exibindo movimento coordenado no mar. (b) Bando de estor-
ninhos realizando voo coletivo na revoada. (c) Tráfego de veículos no recife, ilustrando
dinâmica coletiva em sistemas humanos. (d) Colônia de bactérias, mostrando organização
e interação em sistemas biológicos em escala microscópica.

Esses padrões emergentes cumprem funções adaptativas cruciais, como: evasão de
predadores, otimização de rotas, eficiência na comunicação ou no forrageamento e são
particularmente notáveis por surgirem em ambientes dinâmicos e sujeitos a ruído. Di-
ante disso, surge uma questão central: quais princípios fundamentais regem o movimento
coletivo de sistemas compostos por muitos corpos interagindo fora do equilíbrio?

14



1 INTRODUÇÃO 15

Um caminho promissor para explorar essa questão é oferecido pelo estudo da matéria
ativa, um ramo da física estatística que investiga sistemas compostos por unidades que
convertem energia em movimento de forma autônoma, mantendo-se continuamente fora
do equilíbrio. Sua principal característica é a capacidade de gerar fluxos e padrões cole-
tivos a partir da dissipação local de energia, resultando em comportamentos organizados
que emergem das interações locais entre os constituintes, sem a necessidade de um poder
centralizado [2, 3] .

Dentro desse contexto, o Modelo de Vicsek, proposto em 1995, tornou-se um marco
[4]. Ele descreve partículas que semovem sozinhas e que tendem a se alinhar com a direção
média dos seus vizinhos, com uma pequena dose de aleatoriedade (ruído). Mesmo com
essa regra simples e local, o modelo mostra que é possível formar grupos organizados
em movimento, revelando como a ordem global pode surgir de interações locais. Essa
dinâmica leva a uma transição de fase, de um estado desordenado para um organizado,
algo surpreendente dada a simplicidade das regras envolvidas.

Figura 1.2: Exemplos de frames em diferentes condições. (a) No tempo inicial 𝑡 = 0,
partículas estão distribuídas de forma aleatória em posições e direções. (b) Com baixa
densidade e baixo ruído, as partículas formam agrupamentos e se movem de forma orde-
nada. (c) Com maior densidade e ruído, as partículas apresentam movimento aleatório,
mas com certa correlação. (d) Em alta densidade e baixo ruído, observa-se movimento
coletivo espontâneo das partículas em uma mesma direção [4].

Esse princípio se estende a sistemas que interagem de forma ativa, sejam eles naturais
(como células, peixes ou pássaros) ou artificiais (como robôs ou drones). Nesses sistemas,
cada unidade responde apenas a interações com seu vizinhomais próximo, seguindo regras
como atração ou repulsão buscando manter a coesão dos indivíduos. A complexidade do
comportamento coletivo surge, então, de forma distribuída, sem a necessidade de um líder
[4, 2].

No entanto, para aprofundar a compreensão dessas dinâmicas e verificar a aplicação
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dos modelos teóricos aos sistemas reais, é essencial recorrer à análise experimental. A
validação empírica tem sido essencial para conectar teoria e realidade, especialmente em
sistemas biológicos.

Estudos recentes têm avançado nesse sentido, exemplos notáveis incluem investiga-
ções sobre o ruído nas trajetórias de bandos de estorninhos (Sturnus vulgaris) [5] e cardu-
mes de Ayus (Plecoglossus altivelis) [6], que revelaram assinaturas de leis de potência nos
deslocamentos dos indivíduos em relação ao centro de massa do grupo. Esses padrões evi-
denciaram um comportamento superdifusivo, indicando que os indivíduos se movemmais
rapidamente que o previsto por um passeio browniano comum. De forma complementar,
Vasconcelos et al. [7] investigaram dinâmicas coletivas em cardumes de peixes-zebra,
identificando transições de fase na polarização do movimento coletivo. Tais transições
indicam reorganizações coletivas altamente sensíveis a parâmetros como a densidade po-
pulacional e a intensidade das interações locais.

Diante do crescente interesse em compreender como padrões coletivos de movimen-
tação emergem em sistemas biológicos, este estudo se volta à investigação do compor-
tamento de cardumes de peixe-zebra (Danio rerio) em diferentes escalas populacionais.
Essa espécie é amplamente utilizada em pesquisas biomédicas devido à sua alta simila-
ridade genética com humanos, à transparência corporal durante o desenvolvimento e à
sensibilidade comportamental a alterações ambientais. Por essas razões, o peixe Zebra
constitui um modelo experimental robusto não apenas para o estudo de dinâmica coletiva,
mas também para aplicações no monitoramento de efeitos de fármacos e no entendimento
de doenças humanas [8].

À luz desse cenário, este trabalho propõe a investigação dos deslocamentos coleti-
vos de peixes-zebra, com o objetivo de analisar os regimes de difusão predominantes e
verificar a ocorrência de possíveis transições nos padrões de difusão em função do tama-
nho do grupo. Para isso, foram coletadas e analisadas trajetórias experimentais visando
quantificar a relação entre o tamanho do grupo e os padrões de deslocamento. A análise
quantitativa das trajetórias foi realizada por meio do cálculo do deslocamento quadrático
médio (MSD), da análise da distribuição dos comprimentos de passo e da classificação
automatizada dos estados de pausa e movimento, utilizando limiares de velocidade de-
terminados pelo método de Otsu adaptado. Adicionalmente, investigou-se se o ruído no
comprimento do passo apresentava características de cauda pesada ou gaussiana por meio
de ajustes utilizando a q-gaussiana. Essa abordagem permitiu identificar os regimes difu-
sivos dominantes em cada configuração populacional e avaliar a progressão da dinâmica
coletiva à medida que a densidade aumentava.

Observações preliminares indicam que grupos menores tendem a exibir trajetórias
com características superdifusivas, marcadas por movimentos mais exploratórios e in-
termitentes, semelhantes aos voos de Lévy truncados. Por outro lado, à medida que o
número de indivíduos aumenta, esse comportamento parece se transformar gradualmente,
aproximando-se de um regime de difusão browniano, mais regular e distribuído.

1.1 Estrutura da dissertação
Essa dissertação esta dividida em mais quatro capítulos que são brevemente apresen-

tados a seguir.

1.1.1 Capítulo 2
Fornece os fundamentos teóricos necessários para compreender os diferentes regimes

de difusão. Apresenta o Teorema Central do Limite (TCL), sua generalização (TCLG) e o
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conceito de difusão anômala. Discute-se a distinção entre voos de Lévy e caminhadas de
Lévy, além da hipótese de que voos de Lévy otimizam estratégias de busca em sistemas
biológicos.

1.1.2 Capítulo 3
Descreve detalhadamente os procedimentos experimentais adotados para a coleta de

dados com cardumes de peixe-zebra, incluindo a caracterização da espécie, o ambiente
controlado e os dispositivos utilizados. Apresenta-se também a metodologia de análise,
incluindo o cálculo do deslocamento quadrático médio (MSD), o método de Otsu para
segmentação das trajetórias e a extração dos comprimentos de passo.

1.1.3 Capítulo 4
Reúne as análises estatísticas aplicadas aos dados experimentais. São apresentados

os regimes de difusão observados a partir do MSD, a segmentação entre pausas e movi-
mentos, a distribuição dos comprimentos de passo (com cálculo do expoente 𝜇 e o ajuste
das distribuições empíricas por 𝑞-gaussianas. Evidencia-se uma transição progressiva do
regime superdifusivo para o browniano conforme aumenta o número de indivíduos no
cardume.

1.1.4 Capítulo 5
Este capítulo encerra a dissertação, reunindo os principais resultados e interpretações

extraídas das análises realizadas. Retomamos os objetivos propostos inicialmente e ava-
liamos em que medida foram atingidos, destacando o papel das ferramentas da Física
Estatística na caracterização do comportamento coletivo dos peixes-zebra. Além disso,
discutimos limitações encontradas durante os experimentos e apresentamos sugestões de
aprimoramento metodológico e novas abordagens para investigações futuras.



CAPÍTULO 2

Caminhada aleatória e voos de Lévy

A difusão é ummecanismo fundamental que descreve o deslocamento de partículas de
uma região de maior concentração para uma região de menor concentração. Para compre-
ender a natureza desses processos, o conceito de caminhadas aleatórias desempenha um
papel fundamental, pois descreve a trajetórias de partículas que se deslocam em passos dis-
cretos influenciadas por flutuações ou forças estocásticas. Esses modelos são amplamente
utilizados para estudar fenômenos naturais, como o movimento browniano, cuja explica-
ção teórica foi formulada pela primeira vez porAlbert Einstein em 1905 [9]. Neste trabalho
seminal, Einstein demonstrou matematicamente que a distribuição espacial das partículas,
resultante de suas interações com as moléculas do fluido, seguem uma distribuição nor-
mal gaussiana no limite de tempos longos, uma propriedade diretamente relacionada ao
Teorema Central do Limite (TCL) [10].

O TCL surge como resultado da convergência estatística dos deslocamentos quando o
número de passos cresce indefinidamente, em sistemas em que os incrementos são Inde-
pendentes e Identicamente Distribuídos (IID) e com média e variância finitas, como nos
casos gaussianos [10]. No entanto, muitos sistemas de interesse não obedecem a essas
condições. Em particular, fenômenos como os voos de Lévy, que descrevem passos de
tamanhos assimétricos e com distribuições de cauda pesada, não seguem o TCL clássico,
pois, quando os deslocamentos mais longos dominam a caminhada, o segundo momento
diverge. Sendo assim, é necessária uma abordagem generalizada, como o Teorema do
Limite Central Generalizado (TCLG) [11, 12].

Os voos de Lévy são uma extensão do conceito de caminhada aleatória, caracteriza-
dos por longos deslocamentos intercalados com passos menores. Esses padrões emergem
em diversos contextos físicos, biológicos e financeiros, onde a dinâmica é dominada por
distribuições de probabilidade com caudas pesadas, frequentemente representadas por leis
de potência do tipo 𝑃(ℓ) ∼ ℓ−𝜇. Os voos de Lévy descrevem regimes de difusão anômala,
como os sistemas superdifusivos. Esses regimes não podem ser explicados por modelos
clássicos de difusão, como no movimento browniano.

Nesse capítulo, discutiremos os conceitos que fundamentam o fenômeno dos voos de
Lévy e caminhadas aleatórias no processo de difusão. Na seção 2.1, será introduzido o
Teorema do Limite Central (TCL). Em seguida, na seção 2.2, será analisada a aplicação do
TCL em uma caminhada aleatória unidimensional e sua conexão com a difusão normal.
Na seção 2.3, será explorado o Teorema Central do Limite Generalizado (TCLG), e seu
resultado associado, as distribuições 𝛼-estáveis de Lévy. Na seção 2.4, será descrito o
conceito de voos de Lévy e sua conexão com a difusão anômala superdifusiva. Na seção
2.5, será discutida a diferença entre caminhada de Lévy e voos de Lévy. Por fim, na
seção 2.6, exploraremos a aplicação dos voos de Lévy na eficiência dos processos de busca
relacionados ao forrageamento de animais.

18
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2.1 Teorema Central do Limite (TCL)
O TCL estabelece que, para uma sequência de 𝑁 variáveis aleatórias independentes e

identicamente distribuídas 𝑋 = 𝑥1 + 𝑥2 + ... + 𝑥𝑁 , com média e variância finitas, a soma
dessas variáveis converge para uma distribuição normal à medida que 𝑁 cresce indefinida-
mente. Nesta seção, exploramos sua formulação e demostramos matematicamente como
esse comportamento emerge das propriedades das funções características [13]. A variável
aleatória 𝑋 é definida como:

𝑋 =
𝑁∑
𝑖=1

𝑥𝑖, (2.1)

onde 𝑥𝑖 são as variáveis independentes e identicamente distribuídas Independente e Iden-
ticamente Distribuída (IID). A distribuição de probabilidade proveniente da equação 2.1,
pode ser escrita como [12, 13]

𝑃𝑁 (𝑋) =
∫ +∞

−∞
𝑃(𝑥1)𝑑𝑥1

∫ +∞

−∞
𝑃(𝑥2)𝑑𝑥2...

∫ +∞

−∞
𝑃(𝑥𝑁 )𝑑𝑥𝑁𝛿(𝑥1+𝑥2+...+𝑥𝑁−𝑋), (2.2)

onde 𝛿(𝑥) é a função delta de Dirac, que impõe a condição que a soma das variáveis seja
igual a 𝑋 . A função delta pode ser representada no espaço de Fourrier como

𝛿(𝑋) = 1
2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑒𝑖𝑘𝑋𝑑𝑘. (2.3)

Utilizando a definição da função delta de Dirac, apresentada em 2.3 podemos reformu-
lar 𝑃𝑁 (𝑋) a partir da função característica como uma transformada inversa de Fourrier.
Assim,

𝑃𝑁 (𝑋) =
1

2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑒−𝑖𝑘𝑋 [𝑃̃(𝑘)]𝑁𝑑𝑘, (2.4)

onde [𝑃̃(𝑘)]𝑁 representa a função característica da soma de 𝑁 variáveis aleatórias 𝑥𝑖, pois
a soma no espaço real se transforma em umamultiplicação no espaço de Fourier. Já 𝑃̃𝑋 (𝑘)
é a função característica da variável aleatória 𝑋 . Logo,

[𝑃̃(𝑘)]𝑁 = 𝑃̃𝑋 (𝑘), (2.5)

onde,

𝑃̃𝑋 (𝑘) =
∫ +∞

−∞
𝑃𝑁 (𝑋)𝑒𝑖𝑘𝑋𝑑𝑋 = ⟨𝑒𝑖𝑘𝑋⟩. (2.6)

A função característica 𝑃̃𝑋 (𝑘) é a transformada de Fourier da distribuição de proba-
bilidade 𝑃𝑁 (𝑋), e contém toda a informação estatística sobre a variável aleatória 𝑋 . Para
distribuições como a gaussiana, por exemplo, a expansão em série de Taylor da função
característica assume a forma fechada:

𝑃̃𝑋 (𝑘) = exp
(
𝑖𝑘𝑎 − 1

2
𝑏2𝑘2

)
, (2.7)

onde 𝑎 é a média e 𝑏2 é a variância. Essa expressão evidencia que a distribuição é com-
pletamente caracterizada por seus dois primeiros momentos — um fato que se torna claro
ao introduzirmos os cumulantes, que são definidos a partir do logaritmo da função carac-
terística:
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log(𝑃̃𝑋 (𝑘)) = log
[
exp

(
𝑖𝑘𝑎 − 1

2
𝑏2𝑘2

)]
= 𝑖𝑘𝑎 − 1

2
𝑏2𝑘2. (2.8)

Comparando com a expansão em cumulantes [14]:

log(𝑃̃𝑋 (𝑘)) =
∞∑
𝑛=1

(𝑖𝑘)𝑛
𝑛!

⟨𝑋𝑛⟩𝑐, (2.9)

e

𝑃̃𝑋 (𝑘) = 𝑒𝑥𝑝

[ ∞∑
𝑛=1

(𝑖𝑘)𝑛
𝑛!

⟨𝑋𝑛⟩𝑐

]
, (2.10)

de onde extraímos diretamente os dois únicos cumulantes não nulos [12] :

⟨𝑋⟩𝑐 = ⟨𝑋⟩ ≡ 𝑎 (2.11)

⟨𝑋2⟩𝑐 = ⟨(𝑋 − ⟨𝑋⟩)2⟩ = ⟨𝑋2⟩ − ⟨𝑋⟩2 ≡ 𝑏2. (2.12)

Todos os cumulantes de ordem superior são nulos, indicando que a gaussiana não
possui assimetria nem caudas pesadas. Esses dois parâmetros, 𝑎 e 𝑏2, são suficientes
para caracterizar o comportamento da soma normalizada das variáveis aleatórias. Com
isso, podemos definir uma versão normalizada para 𝑋 , do tipo

𝑌 =
(𝑋 − 𝑁𝑎)
√
𝑁𝑏

→ N(0, 1). (2.13)

Dessa forma, quando 𝑁 → ∞, os cumulantes ⟨𝑌 𝑛⟩𝑐, para 𝑛 > 2, desaparecem, e a dis-
tribuição de 𝑌 converge para uma gaussiana padrão caracterizada por média 0 e variância
1. Como 𝑌 , foi definido a partir da normalização de 𝑋 , segue-se que a variável original
𝑋 =

√
𝑁 (𝑌 + 𝑁𝑎) também deverá assumir uma distribuição gaussiana. Isso ocorre, pois

a média 𝑁𝑎 e a variância 𝑁𝑏2 convergem gradualmente para os parâmetros de uma dis-
tribuição normal [12, 11]. Assim, a densidade de probabilidade de 𝑋 pode ser expressa
como

𝑃𝑁 (𝑋) =
1

𝑏
√

2𝜋𝑁
exp

(
− (𝑋 − 𝑁𝑎)2

2𝑁𝑏2

)
. (2.14)

2.2 Caminhada aleatória unidimensional e difusão nor-
mal

As caminhadas aleatórias desempenham um papel fundamental para compreensão do
TCL, pois ilustra como a soma dos incrementos aleatórios convergem para uma distri-
buição gaussiana a medida que o número de passos aumenta. Essa abordagem também
permite descrever processos de difusão, nos quais a dinâmica da caminhada é governada
por passos aleatórios e IID [11, 10, 12]. Para descrever essa dinâmica, considere uma ca-
minhada aleatória unidimensional, onde a posição final 𝑥 do caminhante, após 𝑁 passos,
é dada pela soma de todos os deslocamentos individuais

𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2 + ... + 𝑥𝑁 , (2.15)

onde cada passo 𝑥𝑖 é uma variável IID. O tempo total da caminhada é 𝑡 = 𝑁𝜏, onde 𝜏
representa o intervalo de tempo de cada passo. A função característica da soma de 𝑁
variáveis pode ser expressa como:
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𝑃̃𝑥 (𝑘) = [𝑃̃(𝑘)]𝑁 = ⟨𝑒𝑖𝑘𝑥⟩𝑁 . (2.16)
Expandindo 𝑃̃𝑥 (𝑘) em serie de Taylor e truncando no termo de segunda ordem, obtemos

𝑃̃𝑥 (𝑘) ∼ exp
(
𝑖⟨𝑥⟩𝑘 − ⟨𝑥2⟩ 𝑘

2

2

)
, (2.17)

onde,⟨𝑥⟩ e ⟨𝑥2⟩ representam a média e a variância, respectivamente. Substituindo na ex-
pressão 2.16, temos que

𝑃̃𝑥 (𝑘) = exp
(
𝑖𝑁 ⟨𝑥⟩𝑘 − 𝑁 ⟨𝑥2⟩ 𝑘

2

2

)
. (2.18)

Essa expressão revela como a função característica de 𝑃(𝑥) tende a uma distribuição na
forma de uma gaussiana para 𝑁 suficiente grande

𝑃(𝑥) = 1√
2𝜋𝑁 ⟨𝑥2⟩

exp
[
− (𝑥 − 𝑁 ⟨𝑥⟩)2

2𝑁 ⟨𝑥2⟩

]
, (2.19)

com média ⟨𝑥⟩ e variância ⟨𝑥2⟩. Ao substituir 𝑁 = 𝑡/𝜏, podemos descrever o processos de
caminhada aleatória em termos de um tempo total 𝑡, onde 𝜏 representa o intervalo de tempo
entre cada passos. Essa reformulação permite identificar propriedades fundamentais do
sistema, como a velocidade média do caminhante aleatório

𝑣 =
⟨𝑥⟩
𝜏
, (2.20)

e o coeficiente de difusão
𝐷 =

⟨𝑥2⟩
𝜏

. (2.21)

Após um intervalo de tempo 𝑡 os caminhantes estarão espalhados em diferentes posições
devido a natureza aleatória do processo. A densidade de probabilidade 𝑃(𝑥, 𝑡), que des-
creve a probabilidade de encontrar o caminhante na posição 𝑥 após o tempo 𝑡 é dada por

𝑃(𝑥, 𝑡) = 1
√

2𝜋𝐷𝑡
exp

[
− (𝑥 − 𝑣𝑡)2

2𝐷𝑡

]
. (2.22)

Essa função mostra que, à medida que 𝑁 → ∞, a posição do caminhante segue uma
distribuição gaussiana, conforme o TLC, com parâmetros que dependem do tempo, com
média

⟨𝑥(𝑡)⟩ = 𝑣𝑡 (2.23)
e variância

⟨𝑥2(𝑡)⟩ = 𝐷𝑡. (2.24)
A variância cresce linearmente com o tempo, um comportamento típico de processos difu-
sos normais, como o movimento browniano, com passos regulares, como mostra a figura
2.1 (a). Além disso, é importante destacar que a equação 2.22 é solução particular da
equação de difusão unidimensional, que governa a evolução da densidade de probabili-
dade 𝑃(𝑥, 𝑡) [10].

𝜕𝑃(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡

= 𝐷
𝜕2𝑃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 . (2.25)

Por fim, ressaltamos que as demostrações apresentadas acima podem ser generaliza-
das para caracterizar caminhadas aleatórias em dimensões superiores, como em sistemas
bidimensionais e tridimensionais [15, 16].
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2.3 Teorema Central do Limite Generalizado (TCLG)
Nas seções anteriores, apresentamos o TCL, que afirma que o somatório de variáveis

aleatórias IID, desde que possuam média e variância finitas, convergem para uma distri-
buição normal. Aplicamos esse princípio ao estudar caminhadas aleatórias que evoluem
ao longo do tempo, onde os incrementos contribuem de forma homogênea para moldar
a distribuição final. No entanto, em muitos processos estocásticos observados na natu-
reza, eventos extremos são frequentes, levando a distribuições com caudas pesadas, que
desafiam as premissas do TCL.

Em distribuições de cauda pesada, a função de densidade de probabilidade não decai
exponencialmente, mas sim na forma de uma lei de potência, expressa por [11]

𝑓 (𝑥) ∝ 𝑥−(𝛼+1) ,𝛼 > 0. (2.26)

Essa distribuição tem média e variância dadas na forma:

⟨𝑥⟩ =
∫ ∞

−∞
𝑥𝑥−(𝛼+1)𝑑𝑥 =

[
lim
𝑥→∞

𝑥1−𝛼

1 − 𝛼
− 𝑎1−𝛼

1 − 𝛼

] {∞, se 𝛼 ≤ 1,
converge, se 𝛼 > 1,

(2.27)

e

⟨𝑥2⟩ =
∫ ∞

−∞
𝑥2𝑥−(𝛼+1)𝑑𝑥 =

[
lim
𝑥→∞

𝑥2−𝛼

2 − 𝛼
− 𝑎2−𝛼

2 − 𝛼

] {∞, se 𝛼 ≤ 2,
converge, se 𝛼 > 2.

(2.28)

Quando 0 < 𝛼 < 1, o primeiro momento ⟨𝑥⟩ diverge, tornando a média indefinida. De
forma análoga, para 0 < 𝛼 < 2, o segundo momento ⟨𝑥2⟩, associado à variância, diverge.
Como a média e/ou variância não são finitas nesses casos [17], o TCL no sentido clássico
não é aplicável, pois a presença de saltos longos afeta o comportamento estatístico global
do sistema.

Para lidar com a somas de variáveis aleatórias que apresentam caudas pesadas, adota-
se uma versão generalizada (TCLG). O TCLG estabelece que, no limite de 𝑁 → ∞, a soma
de variáveis aleatórias IID, com cauda pesada converge para uma distribuição estável de
Lévy [18].

Para compreender este comportamento, analisaremos a distribuição de Lévy, por meio
da função característica que é dada por uma transformada de Fourier [11, 12]

𝑃𝛼 (𝑥) =
1

2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑃̃(𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑘, (2.29)

onde 𝑃̃(𝑘) é a função característica da distribuição de Lévy. Quando há simetria na dis-
tribuição, tem-se a seguinte forma [12]

𝑃̃(𝑘) = 𝑒−𝑎 |𝑘 |
𝛼
, 0 < 𝛼 < 2, (2.30)

onde 𝑎 > 0 é o parâmetro de escala que controla a largura da distribuição. Quando 𝛼 ≥ 2,
a distribuição coincide com uma gaussiana. No intervalo 0 < 𝛼 < 2, a variância diverge,
caracterizando a distribuição de Lévy. Nesse caso, a densidade de probabilidade exibe um
comportamento assintótico que segue uma lei de potência, descrita pela seguinte equação:

𝑃𝛼 (𝑥) ∼ 𝑥−(𝛼+1) . (2.31)

Nos voos de Lévy, os passos longos, ou voos, são uma característica marcante e se-
guem a distribuição de cauda pesada descrita por uma lei de potência. Nesse modelo,
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os comprimentos dos passos dos caminhantes aleatórios são governados por essa lei, o
que leva a um regime de difusão anômala superdifusiva. Nesse regime, as partículas se
espalham mais rapidamente pelo espaço em comparação aos caminhantes brownianos.

Figura 2.1: Trajetórias de um caminhante após 10.000 passos em uma rede quadrada. (a)
Caminhada aleatória no regime browniano, caracterizada por difusão normal e distribuição
gaussiana dos passos, com 𝛼 = 3. (b) Caminhada aleatória com características do voo
Lévy, onde os passos seguem uma lei de potência com expoente 𝛼 = 1.5.

2.4 Voos de Lévy e difusão anômala
Os voos de Lévy são uma classe de passeios aleatórios caracterizados por passos cujos

comprimentos seguem uma distribuição de probabilidade com caudas que decaem como
uma lei de potência [19]. Em outras palavras, enquanto em um passeio aleatório clássico
(como o movimento browniano) os passos têm comprimentos normalmente distribuídos e
finitos, nos voos de Lévy há uma maior probabilidade de ocorrerem saltos longos, devido
à cauda pesada da distribuição, como ilustra na figura 2.1(b) [11, 12].

Matematicamente, a distribuição de probabilidade dos comprimentos dos passos para
os voos de Lévy segue a forma:

𝑃(𝑙) ∝ 𝑙−𝜇, (2.32)

onde 𝑙 representa o comprimento do passo e 𝜇 > 0 é o expoente de lei de potência, que
governa a taxa de decaimento da cauda da distribuição. O parâmetro 𝜇 está relacionado
ao expoente 𝛼 pela expressão 𝜇 = 𝛼 +1, caracterizando diferentes regimes de movimento,
dependendo do seu valor. Para 1 < 𝜇 < 3, a variância é divergente caracterizando o padrão
de voos de Lévy. Aqui os passos longos têm maior influência, resultando em difusão
anômala superdifusiva. Para 𝜇 > 3, a variância é finita e o movimento tende ao regime
browniano com difusão normal. Para 𝜇 → 1, ocorre o regime balístico, caracterizado por
movimentos retilíneos e rápidos, como mostrado na figura 2.2.
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Figura 2.2: Representação esquemática da distribuição de probabilidade 𝑃(ℓ) em função
do comprimento do passo ℓ, considerando diferentes regimes de movimento: linha contí-
nua (𝜇 = 1); linha tracejada (𝜇 = 3); onde a região intermediária (1 < 𝜇 < 3) corresponde
aos voos de Lévy. Adaptado de [15].

Para o caso, quando ⟨ℓ2⟩ → ∞, o deslocamento quadrático médio, não cresce line-
armente com o tempo. Assim, esse comportamento pode ser descrito pelos regimes de
difusão anômala [6], sendo caracterizado pela lei de potência,

⟨𝑟2(𝑡)⟩ ∼ 𝐷𝑡𝛾, (2.33)

onde 𝑟 representa a posição do caminhante em um sistema de coordenadas, 𝐷 é a constante
de difusão anômalo. Os valores de 𝛾 classificam os diferentes regimes de difusão conforme
descrito em [15, 12]:

• 𝛾 = 1 o regime de difusão é normal e o movimento é browniano;

• 𝛾 > 1 o regime de difusão é anômalo do tipo superdifusivo;

• 𝛾 < 1 o regime de difusão é anômalo do tipo subdifusivo;

• 𝛾 = 2 o regime de difusão é anômalo do tipo balístico.

A superdifusão faz com que o caminhante explore uma área de busca maior do que
em processos de difusão normal [15]. Esse tipo de movimento é marcado por saltos oca-
sionais longos, que podem ser descritos por distribuições com caudas pesadas, como as
distribuições de Lévy. Esses saltos aumentam a área total explorada, tornando a busca
mais eficiente em certos contextos. A figura 2.3, ilustra que a curva correspondente ao
voo de Lévy, para 𝛾 > 1, representa um crescimento mais rápido em comparação ao
regime browniano.
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Figura 2.3: Deslocamento quadrático médio em função do tempo em escala log-log. Os
pontos pretos se referem aos caminhantes brownianos com difusão normal com 𝛾 = 1 e
os verdes referem-se aos caminhantes de Lévy com 𝛾 > 1.

Assim como o modelo de voos de Lévy, existem outras caminhadas aleatórias que
seguem um regime de difusão anômalo, como em meios fractais [12]. Nesse regime, o
processo aleatório não pode ser descrito pela equações que descrevem difusão normal
usuais como a equação de Fokker-Planck [10]. No entanto, é possível utilizar de genera-
lizações da equação de difusão, podendo adicionar propriedades dependentes no tempo
ou até mesmo introduzir uma não linearidade ou derivadas fracionárias nas equações de
difusão usuais [20, 21, 22, 12]. Essas estratégias tornaram-se bem vistas, pelos pesqui-
sadores, nas descrições de processos difusivos anômalos [20]. Assim, pesquisas recentes
destacam a aplicação do modelo em padrões de otimização na busca de alimento por ani-
mais (foraging) [15, 22], como omovimento de pássaros [5], peixes [6] e viagens humanas
[15].

2.5 Voos ou caminhadas de Lévy
A distinção entre voos de Lévy (Lévy flights) e caminhadas de Lévy (Lévy walks),

está diretamente relacionada à dinâmica de deslocamento e ao tempo operacional. Nos
voos de Lévy, a partícula ou agente pode realizar deslocamentos de diferentes magnitudes,
incluindo grandes saltos, sem restrição explícita de tempo. Isso resulta em trajetórias
altamente intermitentes, caracterizadas por períodos de movimento rápido seguidos por
pausas longas. Por outro lado, na caminhada de Lévy, cada deslocamento está vinculado
a um tempo proporcional ao seu comprimento, limitando a velocidade máxima e impondo
uma correlação temporal mais forte na trajetória.

Os voos de Lévy apresentam correlação de longo alcance quando analisados em es-
calas maiores, devido à distribuição de passos que segue uma lei de potência com caudas
longas. No entanto, em pequenas escalas de tempo, os passos individuais podem ser consi-
derados estatisticamente independentes, permitindo uma interpretaçãoMarkoviana efetiva
nesse regime [15, 12].

Por outro lado, as caminhadas de Lévy podem se tornar semelhantes aos voos de Lévy
para tempos longos. Essa semelhança decorre do fenômeno de envelhecimento, que surge
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devido à velocidade finita de propagação e à dependência temporal dos deslocamentos.
Conforme o tempo avança, os deslocamentos maiores tornam-se menos frequentes, o que
afeta a difusão do sistema. Isso sugere que a correlação de longo alcance pode emergir
gradualmente nas caminhadas de Lévy, tornando seu comportamento próximo ao dos voos
de Lévy em escalas temporais suficientemente grandes.

Figura 2.4: Exemplos de trajetórias unidimensionais de voos e caminhadas de Lévy para
diferentes valores do expoente da lei de potência 𝜇. Retirada de [15]

A figura 2.4 ilustra essa diferença fundamental. O primeiro gráfico exibe uma trajetó-
ria típica de um voo de Lévy, onde observam-se grandes saltos intercalados com períodos
de relativa estagnação. Esse padrão é característico de processos superdifusivos, nos quais
o MSD cresce de forma não linear com o tempo, muitas vezes seguindo uma relação de
potência [15]. O segundo gráfico apresenta uma caminhada de Lévy, onde os desloca-
mentos ainda seguem uma distribuição de Lévy, mas o tempo necessário para realizá-los
é proporcional ao seu tamanho, resultando em trajetórias mais suaves e com maior persis-
tência. A principal distinção entre esses dois processos é que, enquanto os caminhantes
de Lévy possuem uma velocidade de deslocamento finita, evidenciada pela inclinação fi-
nita nos diagramas espaço-tempo, os voadores de Lévy realizam seus deslocamentos de
maneira instantânea [23].

É importante destacar que os voos de Lévy ideais são modelos matemáticos teóricos e
não possuem uma realização física exata, pois sua distribuição apresenta caudas pesadas
que levam à divergência de momentos estatísticos, como a média e a variância. No en-
tanto, em sistemas reais, toda grandeza possui limites, sejam elas inferiores ou superiores.
Assim, os truncamentos surgem de diferentes maneiras, limitando o tamanho máximo dos
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deslocamentos permitidos. Quando um voo de Lévy ou uma caminhada de Lévy tem um
corte superior na cauda da lei de potência, esses processos passam a ser denominados voos
de Lévy truncados ou caminhadas de Lévy truncadas [15].

2.6 A hipótese dos voos de Lévy na eficiência na busca
(foraging)

Na natureza, os alvos buscados pelos animais são diversos e depende das suas necessi-
dades fisiológicas. No entanto, existem aspectos em comumque estão intimamente ligados
a adaptação no ambiente para a sobrevivência. Esses alvos incluem a busca por alimento
para suprir suas necessidades energéticas, parceiros para reprodução e abrigo, tanto para
se proteger de predadores quanto para garantir condições favoráveis para a criação de seus
filhotes [15, 24]. Estudos recentes têm revelado que muito animais, como peixes e pás-
saros, apresentam padrões de deslocamento que seguem características dos voos de Lévy
[6, 5]. Essas trajetórias modeladas como voos de Lévy, destacam-se por sua eficiência na
busca, permitindo que os animais explorem grandes áreas de maneira otimizada enquanto
aumentam suas chances de encontrar recursos escassos [25].

A eficiência das trajetórias que seguem o padrão de voos de Lévy está intrinsecamente
ligada ao expoente de lei de potência, 𝜇, que governa a distribuição de comprimento de
passo [26]. Esse expoente determina a natureza da trajetória: para 𝜇 > 3, o movimento
é dominado por passos curtos e regulares, caracterizando um comportamento próximo ao
movimento browniano; já para 1 < 𝜇 < 3, a trajetória exibe uma mistura de passos longos
e curtos, típica dos voos de Lévy, como mostramos nas seções 2.4 e 2.3 .

Essa estrutura fractal da trajetória maximiza a eficiência de busca em ambientes com
recursos esparsos, pois os passos longos permitem uma exploração global, enquanto os
passos curtos facilitam a busca local. A vantagem dos voos de Lévy em tais cenários
pode ser entendida através da otimização da taxa de encontro de recursos, que é signi-
ficativamente maior do que a observada em movimentos brownianos [15]. Do ponto de
vista evolutivo, isso sugere que a seleção natural favoreceu organismos capazes de explorar
seu ambiente de forma eficiente, utilizando estratégias que se aproximam desses padrões
matemáticos.

Embora as caminhadas brownianas ou voos de Lévy sejam ferramentas poderosas para
descrever padrões de busca, é importante considerar restrições biológicas e espaciais im-
posta na natureza. Dessa forma os truncamentos na lei de potência devem emergir, garan-
tindo que o modelo continue realista com as condições do sistema analisado.

Ao variar o valor do expoente 𝜇, as estratégias do movimento também variam, pois
a probabilidade de ocorrência de passos longos dentro da trajetória variam. Isso pode
representar padrões de movimentação e dispersão de diferentes organismo em diferentes
circunstâncias [24].

Estudos sobre padrão de busca indicam, que para alvos revisitáveis, o valor de 𝜇 ∼ 2
representa um ponto que otimiza a eficiência na busca em ambientes heterogêneos com
escassez de recursos, equilibrando exploração global e local. Porém, em regiões com
recursos abundantes, os voos de Lévy tornam-se menos eficientes [15, 24].



2 CAMINHADA ALEATÓRIA E VOOS DE LÉVY 28

Figura 2.5: Apresenta a eficiência ótima em trajetórias de busca por alvos distribuídos em
um plano, mostrando a relação entre o parâmetro 𝜇 e a eficiência 𝜆𝜂, obtidos a partir de
simulação computacional. O gráfico indica que a eficiência atinge um máximo próximo
a 𝜇 = 2, sugerindo um comportamento ideal para certos padrões de forrageamento não
destrutivo. Retirado de [15].

Modelos posteriores ampliaram essa análise, considerando alvos em aglomerados,
como cardumes de peixes migratórios, colônias de insetos ou árvores frutíferas, bem como
recursos com tempos de renovação variáveis, como flores reabastecendo néctar, carniça
disponível temporariamente para necrófagos ou poças de água intermitentes em ambien-
tes áridos. Além disso, foram incluídos cenários com recursos camuflados, como presas
enterradas sob a areia, insetos miméticos1 ocultos na vegetação ou frutos que ainda não
amadureceram completamente [15].

Em geral, a estratégia associada a 𝜇 ∼ 2, como mostra a figura 2.5, mostra-se eficiente
para equilibrar exploração de novas áreas e retorno a regiões previamente visitadas, ma-
ximizando a taxa de encontro com recursos nesses ambientes complexos. No entanto, se
os alvos forem difíceis de detectar, a busca intermitente pode ser necessária para otimizar
a detecção.

1Um inseto mimético é aquele que imita a aparência, comportamento ou características de outros orga-
nismos ou do ambiente para se proteger de predadores ou capturar presas.



CAPÍTULO 3

Método de análise de dados experimentais

Os animais precisam se movimentar naturalmente para buscar alimento, encontrar par-
ceiros para a reprodução e evitar predadores. No entanto, os padrões de deslocamento
variam conforme diversos fatores, incluindo a densidade populacional, mudanças ambi-
entais, interações com outras espécies e a disponibilidade de recursos. Essas variáveis
influenciam tanto a trajetória quanto a velocidade dos deslocamentos, moldando estraté-
gias de movimentação dinâmicas e adaptativas [15].

Diante dessa complexidade, os avanços nas metodologias experimentais têm impulsi-
onado o conhecimento sobre o comportamento animal, resultando em um crescente nú-
mero de publicações científicas. Entre os modelos biológicos utilizados para o estudo do
movimento coletivo, destaca-se o peixe Zebra, amplamente empregado em investigações
experimentais. Estudos recentes evidenciam a criticalidade auto-organizada em cardumes
dessa espécie [27], demonstrando a sensibilidade a pequena pertubações. Além disso, foi
identificada uma transição de fase na polarização dos cardumes, passando de um regime
multifractal correlacionado em baixas densidades para um regime monofractal e não cor-
relacionado em altas densidades, o que indica uma mudança significativa na organização
do grupo [7].

De forma complementar, investigações sobre omovimento intermitente de gafanhotos-
do-deserto revelam que a dinâmica alterna períodos de busca local com fases de realo-
cação, evidenciando um padrão de alternância entre diferentes modos de movimentação
[28]. Essa mesma característica é observada em bandos de estorninhos, onde os voos de
Lévy superdifusivos descrevem o equilíbrio dinâmico entre coesão e dispersão do grupo,
permitindo uma adaptação eficiente ao ambiente [5].

Esses trabalhos mostram a diversidade de estratégias para análise do movimento de
animais e fornecem um caminho promissor para a abordagem de análises de dados expe-
rimentais. O conjunto de dados experimentais que descrevem a posição dos peixes Zebra,
em formação de cardume, e sua respectiva velocidade foram coletados e tratados pelo La-
boratório de Sistemas Complexos e Universalidades (LaSCoU), na Universidade Federal
Rural de Pernambuco (UFRPE). Utilizando peixes ornamentais, da espécie Danio rerio,
comomodelo de partículas autopropelidas, os experimentos foram conduzidos em um am-
biente confinado e sob condições controladas, permitindo uma caracterização detalhada
dos comportamentos emergentes nesses sistemas [29]. Dando continuidade a essa abor-
dagem, nesse capítulo, detalhamos o experimento e os métodos utilizados nas análises das
trajetórias dos cardumes de peixe Zebra. Descrevemos na seção 3.1 as características do
peixe Zebra (Danio rerio), enfatizando sua relevância comomodelo experimental devido à
sua resistência ambiental, comportamento social e similaridade genética com os humanos.
Na seção 3.2 detalhamos as abordagens experimentais adotadas para a coleta dos dados
das trajetórias dos cardumes de peixe Zebra. Na seção 3.3 descrevemos o método utilizado
para a análise da difusão do sistema através do MSD. Por fim, na seção 3.4, apresentamos
uma abordagem estatística para segmentar o movimento intermitente em pausas e deslo-

29
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camentos, com base na distribuição de velocidades e no método de Otsu, permitindo a
extração do comprimento de passo e a caracterização de padrões compatíveis com voos
de Lévy.

3.1 Danio rerio (peixe Zebra)
O peixe Zebra (Danio rerio), é um peixe ornamental de água doce, nativo dos princi-

pais rios da Índia, Bangladesh e Nepal. Essas regiões possuem clima tropical de monções,
caracterizado por estações bem definidas de inverno e verão. A espécie ocupa áreas rasas
de plantações de arroz, rios, valas e pequenos córregos. Devido à variação ambiental e às
características climáticas da região, o peixe Zebra apresenta alta tolerância a flutuações de
temperatura e condições da água, com uma faixa térmica que pode variar de 12°C a 39°C,
e em pH entre 5,9 a 9,2. Além disso, o peixe Zebra é uma espécie gregária, que forma car-
dumes compostos por aproximadamente 5 a 20 indivíduos e, quando adulto, atinge 4 a 5
cm de comprimento [30]. Seu corpo exibe uma coloração distinta, com faixas horizontais
alternadas em tons claros e escuros, como ilustrado na figura 3.1 [31, 29, 30].

Além disso, os peixes dessa espécie apresentam comportamento tigmotático, caracte-
rizado pela preferência em nadar próximos às bordas do ambiente, como as paredes do
aquário. Esse padrão é geralmente interpretado como uma estratégia de defesa contra
predadores em ambientes naturais. No entanto, em condições de laboratório, após o pe-
ríodo de aclimatação, os indivíduos tendem a explorar livremente toda a coluna d’água,
incluindo as regiões centrais do tanque, o que facilita a observação dos comportamentos
coletivos em experimentos controlados [32].

Figura 3.1: Danio rerio adulto com aproximadamente 1 ano e 7 meses de vida. Os peixes
utilizados pertencem ao Laboratório de Ecofisiologia e Comportamento Animal (LECA).
Retirada de [29].

A manipulação experimental desses peixes é facilitada por características como tama-
nho corporal reduzido, custo operacional baixo e homologia genética com humanos [33].
Além disso, a possibilidade de cultivar todas as fases do ciclo de vida (embriões, larvas
e adultos) em laboratório garante disponibilidade contínua de amostras, essencial para
estudos estatísticos reprodutíveis [34, 30, 32].

O peixe Zebra é um organismo ectotérmico, depende exclusivamente do ambiente para
regular sua temperatura corporal, o que torna o controle ambiental um fator importante
em sua criação. Para garantir seu desenvolvimento e reprodução adequados, recomenda-
se manter a temperatura da água entre 22°C e 30°C, aliado a um pH estável na faixa de
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7 a 8. Embora classificado como peixe de água doce, a espécie demonstra notável tole-
rância à salinidade, adaptando-se inclusive a água salobras. Em condições laboratoriais
os parâmetros ideais incluem salinidade entre 0.25 e 0.75 ppm, a condutividade elétrica
100 e 200 𝜇S/cm e concentração mínima de oxigênio dissolvido de 7.8 mg/L [30]. Essas
condições, quando rigorosamente controladas, asseguram um ambiente propício à saúde
à reprodutibilidade experimental da espécie [31].

De igual modo, a iluminação também desempenha um papel fundamental para a cri-
ação do Danio rerio. Como essa espécie habita águas rasas com vegetação aquática, ela
pode, ao longo do dia, ocupar tanto regiões sombreadas quanto regiões expostas à luz so-
lar. Logo, as condições de iluminação em cativeiro devem reproduzir esse padrão natural,
combinando um ciclo de luz de 14 h e escuridão de 10 h [29].

Essa espécie vem ganhando notoriedade no meio científico não apenas pelos fatores
previamente citados, mas principalmente pela sua notável similaridade genética com os
seres humanos. A alta similaridade genética entre o Danio rerio e os seres humanos,
estimada em cerca de 70%, confere a essa espécie um papel de destaque como modelo
experimental em diversas áreas da ciência. Essa característica permite a utilização do
peixe-zebra em estudos relacionados a doenças humanas [35, 36], desenvolvimento em-
brionário, triagem de fármacos [37] e avaliação toxicológica [38]. Além de possibilitar
a observação de processos biológicos em tempo real, sobretudo nas fases iniciais de de-
senvolvimento, o uso dessa espécie representa uma alternativa ética, de baixo custo e com
alta eficiência em relação aos modelos tradicionais baseados em roedores [8].

3.2 Configuração experimental
No trabalho de Neto et. al. [29], foram investigados os efeitos do tamanho de grupos

de Danio rerio por meio de experimentos com 115 indivíduos adultos (1,5 anos de idade;
comprimento médio: 3,0 cm). Os peixes foram distribuídos aleatoriamente em grupos de
2, 3, 5, 8, 10, 13, 15, 18, 20, 25 e 30 indivíduos, mantendo-se uma proporção equilibrada
entre machos e fêmeas para controle de viés biológico. Cada tamanho de grupo foi testado
cinco vezes, utilizando conjuntos distintos de indivíduos em cada repetição para garantir
independência estatística. Essa abordagem, combinada com a randomização de machos e
fêmeas, minimizou viés comportamental e permitiu uma análise robusta dos dados.

Figura 3.2: Aquário usado para o transporte dos peixes. Retirado de [29].

Os experimentos foram conduzidos entre março e setembro de 2023, utilizando um
tanque circular com 50 cm de diâmetro, contendo uma lâmina d’água de 5 cm de altura.
Essa profundidade foi escolhida com o objetivo de restringir o movimento vertical dos
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peixes, permitindo assim a coleta de trajetórias essencialmente bidimensionais dos car-
dumes ao longo do plano horizontal. A temperatura da água foi mantida constante em
24,5 ◦C (±0,5 ◦C), em condições de ambiente controlado. Tanto os peixes quanto a água
utilizada foram fornecidos pelo Laboratório de Ecofisiologia e Comportamento Animal
(LECA-UFRPE). Para minimizar o estresse durante o transporte até o LaSCoU, os peixes
foram transferidos em recipientes com volume e parâmetros físico-químicos idênticos aos
do tanque experimental, como mostra a figura 3.2. A observação dos comportamentos
ocorreu entre 8:00 e 12:00 (horário local), período selecionado para alinhar-se à fase de
maior atividade da espécie [31].

(a) (b)

Figura 3.3: (a) Recipiente sobre tampo de iluminação de LED difusa (plafon). (b) Suporte
para a câmera. Retirado de [29].

O experimento foi realizado em um tanque iluminado por luz LED difusa, cercado por
paredes brancas para manter uma iluminação uniforme e minimizar interferências exter-
nas, figura 3.3(a). As filmagens foram feitas com uma câmera Digital Single-Lens Reflex
(DSLR) full-frame equipada com uma lente de 50 mm, posicionada 1,46 m acima do tan-
que, com uma barra fixada na parede para garantir que a câmera ficasse bem estabilizada
devido ao peso da lente, como mostra a figura 3.3(b). A câmera capturou imagens em
preto e branco com resolução de 1920×1080 pixel e uma taxa de aquisição de 30 quadros
por segundo. Antes da gravação, os peixes permaneceram no tanque por 10 minutos para
se aclimatarem ao ambiente.

A coleta de dados foi realizada utilizando o software IdTracker, figura 3.4, que di-
gitalizou as filmagens e forneceu as coordenadas 𝑥 e 𝑦 dos peixes ao longo do tempo,
referenciadas ao centro do aquário (𝑅 = 0). Entretanto, em situações de alta densidade
de peixes, o software apresentou limitações, como trocas de identidade e perda de trajetó-
rias devido a sobreposições ou aglomerações. Para corrigir essas inconsistências, pode-se
aplicar a interpolação linear, permitindo reconstruir trajetórias contínuas e estimar pontos
perdidos durante oclusões, minimizando erros associados à troca de identidade [29].
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Figura 3.4: Interface do IdTracker, retirado de [29].

Cada experimento consistiu em gravações de 6.5 minutos, após a exclusão dos pri-
meiros e últimos 60 segundos de filmagem, eliminando possíveis ruídos ou interferências
transientes no início e término dos testes. Com o objetivo de minimizar os impactos cau-
sados pelo experimentos nos peixes, esse trabalho seguiu as normas que asseguram uma
boa qualidade de vida durante o processo [32]. Todo o manejo com os animais, para
esta pesquisa, foram aprovados pelo Comitê de Ética do Uso de Animais- CEUA/UFRPE,
(Protocolo N°1676051021) [29].

3.3 Deslocamento quadrático médio e processos difusivos
A dinâmica de partículas em meios aleatórios pode ser rigorosamente caracterizada

por meio da análise do deslocamento quadrático médio (Mean Squared Displacement –
MSD), uma métrica fundamental na descrição estatística de processos difusivos [9, 10].
Essa abordagem permite quantificar, a partir da média do quadrado da distância percorrida
ao longo do tempo, a natureza do regime difusivo, distinguindo entre difusão normal ou
anômala [21].

(a) (b) (c)

Figura 3.5: Difusão de 100 partículas em um movimento aleatório em duas dimensões. A
sequência ilustra a evolução temporal da dinâmica das partículas, mostrando sua dispersão
progressiva desde (a), passando por (b), até (c).

O comportamento estocástico das partículas dá origem ao fenômeno da difusão, cuja
dispersão evolui ao longo do tempo enquanto o centro de massa permanece estacionário,
como mostrado na figura 3.5. Do ponto de vista da física estatística, esse movimento é
impulsionado por gradientes de concentração [10], ou seja, as partículas tendem a migrar
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de regiões mais densas para menos densas, buscando o equilíbrio. Essa análise não apenas
descreve a cinemática coletiva do sistema, mas também fornece elementos para compreen-
der sua estrutura subjacente e possíveis restrições topológicas. Dessa forma, a dispersão
dos cardumes pode ser caracterizada por meio do deslocamento quadrático médio, que
descreve a evolução da separação entre os indivíduos ao longo do tempo. Esse método,
amplamente utilizado para analisar processos difusivos, permite quantificar a dinâmica do
sistema e identificar padrões de movimentação coletiva.

Matematicamente, o MSD pode ser definido como [6, 5]

𝛿𝑟2(𝑡) = 1
𝑇 − 𝑡

1
𝑁

𝑇−𝑡−𝛿0∑
𝑡0=0

𝑁∑
𝑖=1

|r𝑖 (𝑡0 + 𝑡) − r𝑖 (𝑡0) |2, (3.1)

onde, 1
𝑇−𝑡

∑𝑇−𝑡−𝛿0
𝑡0=0 representa a média temporal móvel, garantindo que a análise contemple

diferentes origens temporais ao longo da trajetória [13]. Aqui𝑇 corresponde ao tempo total
de observação, 𝑡 ao intervalo de tempo entre duas medições sucessivas e 𝑡0 ao tempo inicial
da janela de observação e 𝛿0 = 1/30 que é o frame do experimento. O segundo somatório,
1
𝑁

∑𝑁
𝑖=1, refere-se à média sobre todas as partícula no sistema, sendo 𝑁 o número total

de partículas. A variável r𝑖 (𝑡) = R𝑖 (𝑡) − R𝑐𝑚 (𝑡) expressa a posição relativa da 𝑖-ésima
partícula com relação ao centro de massa do sistema, como mostra a figura 3.7(a), definida
por

R𝑖 (𝑡) = X𝑖 (𝑡) + Y𝑖 (𝑡), (3.2)

enquanto a posição do centro de massa do sistema é dada por

R𝑐𝑚 (𝑡) = X𝑐𝑚 (𝑡) + Y𝑐𝑚 (𝑡). (3.3)

Figura 3.6: Trajetórias obtidas a partir da movimentação de 8 peixes Zebra no cardume,
considerando dois referenciais distintos: (a) referencial fixo no aquário identificadas por X
e Y e (b) referencial centrado no centro de massa do cardume identificadas por x = X−X𝑐𝑚

e y = Y − Y𝑐𝑚. Adaptado de [6].

A figura 3.6 (a) apresenta as trajetórias obtidas a partir do deslocamento de 8 peixes-
zebra pertencentes a um cardume, considerando um referencial fixo no tanque. Nesse
sistema, as coordenadas são descritas por (X, Y), com o vetor posição denotado por R𝑖.
Em contraste, a figura 3.6 (b) ilustra o mesmo sistema no mesmo intervalo de tempo,
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porém adotando um referencial no centro de massa do cardume, com coordenadas (x, y))
e vetor posição r𝑖 (𝑡).

(a) (b)

Figura 3.7: (a)Vetores indicando a posição do centro de massa para 𝑁 = 2 peixes e a
posição de um dos peixes [29]. (b) Deslocamento quadrático médio de 2000 caminhantes
aleatórios confinados em um potencial harmônico com constante 𝑘 = 0.01, após 30.000
passos, para 𝛾 ≈ 1.

A partir da expressão (3.1), pode-se descrever, no limite assintótico 𝑡 → ∞, um com-
portamento de lei de potência da forma [22, 6, 20, 21]

𝛿𝑟2(𝑡) ∼ 𝐷𝑡𝛾, 0 < 𝛾 < 2. (3.4)

Esse comportamento indica diferentes regimes difusivos, conforme discutido anterior-
mente na seção 2.4. Para 𝛾 = 1, o sistema apresenta difusão normal, típica de processos
brownianos. Quando 𝛾 > 1, ocorre superdifusão, geralmente associada a voos de Lévy
ou interações coletivas que promovem deslocamentos mais longos. Por outro lado, para
0 < 𝛾 < 1, o sistema exibe subdifusão, caracterizada por restrições no movimento, como
aprisionamento em potenciais ou barreiras ambientais.

A transição entre esses regimes difusivos está diretamente relacionada às condições de
contorno do sistema. Em meios não confinados, onde as partículas podem se movimentar
livremente, o MSD segue uma lei de potência temporal 𝛿𝑟2 ∝ 𝑡, indicativo de difusão
normal, conforme evidenciado na figura 3.7 (b). Em contraste, sistemas com confinamento
espacial, como peixes em um aquário, impõem restrições à dinâmica, levando o MSD a
um regime estacionário (𝛿𝑟2 ≈ constante) após um tempo crítico, formando um platô
característico, como mostra a figura 3.7(b).

Esse comportamento reflete a saturação das escalas de comprimento exploráveis pelas
partículas, fenômeno típico de sistemas com geometria limitada. Esse efeito indica que,
após certo tempo os indivíduos já exploraram todo o espaço disponível e novos desloca-
mentos não aumentam significativamente a difusão. Assim, para tempos curtos, teremos
informações sobre o regime de difusão em que o sistema se encontra. Já para tempos
longos, os caminhantes atingem o equilíbrio dinâmico e o MSD se estabiliza.

3.4 Movimento intermitente: pausa e movimento
O movimento intermitente é uma estratégia de busca que combina regimes de movi-

mento com deslocamento balístico (durante as quais o buscador não detecta alvos) e pausas
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(nas quais o buscador explora o ambiente e pode detectar alvos). O comportamento in-
termitente observado em animais durante o forrageio pode ser modelado estatisticamente
através de distribuições de velocidade, as quais caracterizam os diferentes regimes de mo-
vimento e pausa [28, 39]. Essa abordagem permite uma descrição quantitativa dos perío-
dos alternados de atividade e repouso, que são cruciais para otimizar a busca por alimentos
enquanto minimizam o consumo energético.

Figura 3.8: Movimento do peixe em 1D para demostrar o movimento e as pausas na tra-
jetória. Adaptado de [39].

Seja 𝑣 a velocidade do animal durante o forrageio, e 𝑣𝐿 um valor de limiar, (threshold),
que divide os dois estados de atividade. Assim, podemos definir o movimento como

𝑣j =

{
Pausa, se 𝑣 < 𝑣𝐿

Movimento, se 𝑣 ≥ 𝑣𝐿
(3.5)

Se o valor de 𝑣 estiver abaixo do limiar, o animal está, essencialmente, em repouso ou
em movimento muito lento, sendo considerado como estando no regime de pausa, [28].
Quando a velocidade atinge ou ultrapassa 𝑣𝐿 , o animal entra no regime de movimento,
buscando ativamente por recursos, como ilustra a figura 3.8 .

A escolha do valor do limiar 𝑣𝐿 pode ser realizada a partir da análise da distribuição
das velocidades, especialmente observando aquelas próximas de zero [28]. No entanto,
essa escolha pode depender das características do sistema em estudo e do tempo de ex-
perimentação adotado. Portanto, a definição adequada do valor é uma etapa crítica na
análise dos padrões de movimento intermitente. Embora, em alguns casos, a distribuição
de velocidades apresente uma separação clara, em outros, essa distinção pode não ser evi-
dente. Nessas situações, a escolha do limiar torna-se menos intuitiva e requer critérios
estatísticos robustos.

3.4.1 Seleção automática de limiares em velocidades via método de
Otsu adaptado

Para determinar automaticamente o limiar 𝑣𝐿 entre pausas e movimentos, adaptamos o
método de Otsu, originalmente desenvolvido para segmentação de imagens, como mostra
a figura 3.9, à análise estatística das distribuições de velocidade. Enquanto seu uso clássico
visa encontrar um limiar ótimo que separe regiões com diferentes intensidades em imagens
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[40, 41], aqui ométodo é empregado para distinguir dois regimes dinâmicos característicos
do movimento intermitente, ou seja, pausa e movimento ativo.

Figura 3.9: Local de amostragem na seleção do limiar de Otsu para (A) histograma com
vale e (B) histograma com único pico. Retirado de [40].

A ideia central consiste em particionar o histograma das velocidades em duas classes
bem definidas: 𝐶0 (pausa) e 𝐶1 (movimento) [42]. Para isso, consideramos o histograma
do módulo da velocidade 𝑣 de um peixe ao longo do tempo, com 𝑣 ∈ (0, 𝑣M). Nesse
histograma, denotamos por 𝑛 𝑗 o número de ocorrências em que a velocidade do peixe
assume o valor 𝑣 𝑗 .

Com o objetivo de realizar uma análise probabilística, o histograma é normalizado e
interpretado como uma distribuição de probabilidade discreta [41]. Assim, a cada valor
𝑣 𝑗 é associada uma probabilidade 𝑝 𝑗 , calculada com base na frequência relativa desse
valor dentro do conjunto total de medições. Nesse contexto, 𝑁 = 𝑛1 + 𝑛2 + · · · + 𝑛𝑀
representa o número total de medições, onde 𝑛 𝑗 corresponde à frequência absoluta de
cada bin. Dessa forma, as classes 𝐶0 = [𝑣0, . . . , 𝑣𝐿] e 𝐶1 = [𝑣𝐿+1, . . . , 𝑣𝑀], definidas em
função do limiar 𝑣𝐿 , são caracterizadas por uma fração de ocorrência (probabilidade) e um
valor médio de velocidade. Isso permite uma descrição estatística mais rigorosa dos dois
estados de movimento identificados. O histograma da velocidade, após a normalização, é
então considerado uma distribuição de probabilidade:

𝑝 𝑗 =
𝑛 𝑗

𝑁
, 𝑝 𝑗 > 0,

𝑀∑
𝑗=0

𝑝 𝑗 = 1. (3.6)

Dado um conjunto de velocidades 𝑣 𝑗 associadas a probabilidades normalizadas 𝑝 𝑗 , repre-
sentando a distribuição discreta de probabilidades do sistema, podemos definir as proba-
bilidades cumulativas em torno do limiar 𝑣𝐿 como:

𝑤0 = 𝑃(𝐶0) =
𝐿∑
𝑗=0

𝑝 𝑗 = 𝑤(𝑣𝐿), (3.7)

e

𝑤1 = 𝑃(𝐶1) =
𝑀∑

𝑗=𝐿+1
𝑝 𝑗 = 1 − 𝑤(𝑣𝐿), (3.8)

onde 𝑤0 é a probabilidade cumulativa até o estado 𝑣𝐿 . Essa quantidade representa a fração
estatística da classe 𝐶0, com velocidades 𝑣 𝑗 menores ou iguais a 𝑣𝐿 , e 𝑤1 a probabilidade



3 MÉTODO DE ANÁLISE DE DADOS EXPERIMENTAIS 38

cumulativa complementar, representando a fração da classe𝐶1 com velocidades superiores
a 𝑣𝐿 .

As velocidades médias de cada classe são dadas, por:

𝑣̄0 =

∑𝐿
𝑗=0 𝑣 𝑗 𝑝 𝑗

𝑤0
=

𝑣̄(𝐿)
𝑤(𝑣𝐿)

(3.9)

e

𝑣̄1 =

∑𝑀
𝑗=𝐿+1 𝑣 𝑗 𝑝 𝑗

𝑤1
=

(𝑣̄𝑇 − 𝑣̄(𝐿))
(1 − 𝑤(𝑣𝐿))

, (3.10)

onde

𝑣̄(𝐿) =
𝐿∑
𝑗=0

𝑣 𝑗 𝑝 𝑗 (3.11)

é o momento cumulativo de primeira ordem do histograma até o limiar 𝑣𝐿 , respectiva-
mente, e

𝑣̄𝑇 =
𝑀∑
𝑗=0

𝑣 𝑗 𝑝 𝑗 (3.12)

é a velocidade média total do peixe. Podemos facilmente verificar se a seguinte relação de
consistência, para qualquer escolha de 𝐿, a média ponderada é mantida:

𝑤0𝑣̄0 + 𝑤1𝑣̄1 = 𝑣̄𝑇 . (3.13)

As variâncias das classes são dadas por

𝜎2
0 =

𝐿∑
𝑗=0

(𝑣 𝑗 − 𝑣̄0)2𝑃𝑟 ( 𝑗 |𝐶0) =
𝐿∑
𝑗=0

(𝑣 𝑗 − 𝑣̄0)2 𝑝 𝑗

𝑤0
(3.14)

e

𝜎2
1 =

𝑀∑
𝑗=𝐿+1

(𝑣 𝑗 − 𝑣̄1)2𝑃𝑟 ( 𝑗 |𝐶1) =
𝑀∑

𝑗=𝐿+1
(𝑣 𝑗 − 𝑣̄1)2 𝑝 𝑗

𝑤1
. (3.15)

Essas expressões requerem os momentos cumulativos de segunda ordem. Para avaliar o
limiar, introduzimos as seguintes medidas de separabilidade de classes, usadas na análise
discriminante [43]:

A variância intra-classes é

𝜎2
𝑊 = 𝑤0𝜎

2
0 + 𝑤1𝜎

2
1 . (3.16)

A variância entre classes é

𝜎2
𝐵 = 𝑤0(𝑣̄0 − 𝑣̄𝑇 )2 + 𝑤1(𝑣̄1 − 𝑣̄𝑇 )2

= 𝑤0𝑤1(𝑣̄1 − 𝑣̄0)2. (3.17)

A variância total é

𝜎2
𝑇 =

𝑀∑
𝑗=0

(𝑣 𝑗 − 𝑣̄𝑇 )2𝑝 𝑗 , (3.18)
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onde
𝜎2
𝑇 = 𝜎2

𝑊 + 𝜎2
𝐵. (3.19)

O método de Otsu [44], determina o limiar ótimo 𝑣𝐿 maximizando a variância entre clas-
ses (𝜎2

𝐵), ou, de modo equivalente, minimizando a variância intra-classes (𝜎2
𝑊 ), pois a

variância total permanece constante para qualquer particionamento

𝐿∗ = 𝑣𝐿 = arg
{

max
0≤𝑡∗≤𝑀

{
𝜎2
𝐵

}}
. (3.20)

Figura 3.10: Distribuição de velocidade de um caminhante em uma caminhada aleatória
com 10.000 passos. A linha vermelha representa o limiar ótimo 𝑣𝐿 , que maximiza a vari-
ância entre classes.

Este método, embora concebido originalmente para segmentação binária no contexto
da análise de imagens [41, 44], insere-se no domínio mais amplo dos métodos estatísti-
cos de otimização de limiares. Por sua natureza essencialmente estatística sua aplicação
à distribuição de velocidades, como ilustrado na figura 3.10, é não apenas válida, mas
conceitualmente correto dentro do contexto da análise de distribuições unidimensionais.

3.4.2 Comprimento de passo e identificação de pausas na trajetória
O comprimento de passo, que é a distância entre duas pausas consecutivas no movi-

mento de um indivíduo, é uma medida essencial para entender padrões de movimentação
intermitente. Em modelos clássicos, como as caminhadas aleatórias ou os modelos de
busca por alimento, é comum assumir que esses passos são escolhidos de forma indepen-
dente, sempre seguindo a mesma regra de probabilidade 𝑃(ℓ). Isso quer dizer que cada
deslocamento acontece sem depender do anterior e segue a mesma lógica estatística, o que
permite aplicar ferramentas da física para estudar como os indivíduos se movimentam, se
espalham ou procuram algo no ambiente.

Na prática, os valores de ℓ são obtidos analisando a trajetória e usando um limite de
velocidade para separar os momentos de pausa dos momentos de movimento. Com isso, é
possível montar a distribuição dos comprimentos de passo observados. Em muitos casos
da natureza, essa distribuição segue uma lei de potência, do tipo 𝑃(ℓ) ∝ ℓ−𝜇, o que sig-
nifica que passos curtos são mais frequentes, mas passos longos também acontecem com
certa regularidade. Esse comportamento está relacionado a estratégias eficientes de busca
em ambientes complexos e à presença de movimentos característicos dos voos de Lévy
[15].



3 MÉTODO DE ANÁLISE DE DADOS EXPERIMENTAIS 40

Para identificar os pontos de pausa na trajetória, considera-se que o deslocamento do
peixe em um instante 𝑡 é dado por r𝑖 (𝑡) [6]. Assim definimos um limiar de deslocamento
𝑑𝐿 , que depende do intervalo Δ𝑡 e do limiar de velocidade 𝑣𝐿:

𝑑𝐿 = 𝑣𝐿𝛿0, (3.21)

onde 𝑣𝐿 é a velocidade limiar considerada ótima para segmentar a distribuição de probabi-
lidade do módulo da velocidade e 𝛿𝑜 = 1/30 é o intervalo de tempo do experimento. Se a
distância percorrida entre dois instantes sucessivos, dada por |r𝑖 (𝑡 +Δ𝑡) − r𝑖 (𝑡) |, for maior
que 𝑑𝐿 , considera-se que o indivíduo está em movimento. Caso contrário, o ponto r𝑖 (𝑡) é
classificado como um ponto de pausa, indicando que o indivíduo permaneceu praticamente
imóvel durante esse intervalo, como ilustra a figura 3.11.

Figura 3.11: Trajetória bidimensional de um único peixe dentro de um cardume contendo
10 indivíduos ao longo do tempo. O comprimento de passo, representado por ℓ, é definido
como a distância entre dois pontos de pausa sucessivos. Para sua determinação, o algo-
ritmo integra os segmentos da trajetória compreendidos entre os momentos classificados
como pausa, conforme exemplificado, na qual ℓ é destacado por uma linha tracejada co-
nectando dois eventos consecutivos de pausa. A seta preta indica os sentido da passagem
do tempo.

A partir da figura 3.11, é possível observar a alternância entre grupos de pontos que
representam períodos de movimento e grupos de pontos associados a períodos de pausa.
O comprimento do passo (ℓ) é definido como a distância entre o primeiro ponto do grupo
de pausa e o último ponto do grupo de movimento subsequente.
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Figura 3.12: Simulação da distribuição acumulada do comprimento do passo de uma cami-
nhada aleatória com 10.000 passos, ilustrando que os valores seguem uma lei de potência.
Os resultados são mostrados para diferentes valores do parâmetro 𝜇: 𝜇 = 1.5 e 𝜇 = 2, que
correspondem ao regime de voos de Lévy, e 𝜇 = 3.5, associado ao movimento browni-
ano. O ajuste da curva vermelha é apresentado para 𝜇 = 1 (linha contínua) e 𝜇 = 3 (linha
tracejada), evidenciando o comportamento assintótico esperado para esses regimes.

A distribuição do comprimento do passo pode apresentar comportamentos distintos,
variando desde processos difusivos convencionais, caracterizados por distribuições ex-
ponenciais, até dinâmicas anômalas, nas quais emergem caudas pesadas que podem ser
ajustadas por uma lei de potência, como ilustrado na figura 3.12.



CAPÍTULO 4

Resultados e Análises

Neste capítulo, apresentamos as análises dos dados experimentais coletados pelo LaS-
CoU para diferentes grupos de Danio rerio [29]. As trajetórias dos indivíduos foram re-
gistradas inicialmente em relação ao referencial fixo no centro do aquário. No entanto,
caracterizamos a dinâmica coletiva, considerando o referencial no centro de massa do
cardume, conforme ilustrado na figura 3.7 (a). Essa mudança de referencial proporciona
uma melhor compreensão das interações internas e de como os peixes se movimentam em
resposta ao ruído presente no sistema.

A fim de investigar os processos de difusão no interior do grupo, realizamos a análise
do deslocamento quadrático médio (MSD), com o objetivo de caracterizar a natureza dos
regimes difusivos presentes nas trajetórias coletivas. Além disso, conduzimos uma aná-
lise detalhada dos comprimentos de passo, por meio de técnicas que permitem identificar
o movimento intermitente e obter a distribuição de probabilidade dos comprimentos de
passo. Essa análises permitem estabelecer uma relação entre o comportamento superdifu-
sivo observado e os expoentes de lei de potência, com foco em como essas características
variam com a densidade do cardume, revelando adaptações coletivas a medida que o nú-
meros de peixes aumenta.

Para garantir a precisão e a validade dos resultados, comparamos nossas análises com
estudos relevantes na literatura [6, 5], estabelecendo uma relação entre os padrões demovi-
mentação observados e os resultados previamente reportados. Todas as análises foram re-
alizadas com base no módulo das posições, considerando as variações do centro de massa
ao longo do tempo. Na seção 4.1, caracterizamos os regimes de difusão a partir dos ex-
poentes obtidos nas curvas de deslocamento quadrático médio. Em seguida, na seção 4.2,
determinamos o limiar ótimo para a segmentação dos estados de pausa e movimento em
cada cardume analisado. Na seção 4.3, apresentamos os valores do expoente 𝜇, que vali-
dam os resultados obtidos na seção 4.1, reforçando a consistência metodológica. Por fim,
na seção 4.4, investigamos a presença de correlação de longo alcance na distribuição do
ruído existente no passos, por meio da análise da distribuição 𝑞-Gaussiana.

42
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4.1 Regimes difusivos a partir do deslocamento quadrá-
tico médio

A análise do deslocamento quadrático médio ⟨𝑟2(𝑡)⟩ quantifica a taxa de dispersão dos
indivíduos ao longo do tempo, sendo fundamental para identificar a natureza da difusão.
Dependendo do valor do expoente 𝛾 representado pela função 3.4, pode-se classificar o
regime como normal (𝛾 = 1), superdifusivo (𝛾 > 1) ou subdifusivo (𝛾 < 1) [45].

Os resultados indicam que, 𝑁 < 15, observa-se um regime superdifusivo com expo-
entes 𝛾 próximos de 2. Tal comportamento sugere a ocorrência de grandes deslocamentos
ocasionais, típicos de processos modelados por voos de Lévy. Com o aumento do número
de peixes, observa-se uma redução contínua dos valores de 𝛾, convergindo em direção a
𝛾 → 1 em grupos maiores, o que indica uma convergência para a difusão normal de tipo
browniano.

Figura 4.1: Deslocamento quadrático médio em função do tempo para cardumes com
diferentes tamanhos populacionais. Valores referentes a 1 realização experimental. A
linha tracejada é um ajuste teórico para 𝛾 = 1.

A tendência observada nas curvas da figura 4.1 é reforçada quantitativamente pela
figura 4.2, que mostra a variação do expoente médio 𝛾̄ (painel a) e da constante de difusão
média 𝐷̄ (painel b) em função do número de peixes. Os valores foram obtidos a partir dos
ajustes da função 3.4, com critérios demelhor ajuste pelo 𝑅2 e o 𝜒2, para cada grupo. Nota-
se que o expoente médio decresce com o aumento da densidade, refletindo um tendência
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de um regime superdifusivo para difusão normal. Por sua vez, a constante 𝐷̄ também
apresenta variação, mas seu comportamento está diretamente associado à mudança no
valor de 𝛾̄, e não necessariamente a um aumento absoluto na difusão. Isso indica que 𝐷
não deve ser interpretado como uma constante universal com unidade fixa, mas sim como
um coeficiente generalizado de difusão anômala, cuja dimensão física [𝐷] = 𝐿2/𝑇𝛾 varia
de acordo com o regime dinâmico descrito por 𝛾.

A figura 4.2 (a) apresenta a variação do expoente 𝛾 em função da densidade no tanque.
A densidade de indivíduos, definida como 𝜌 = 𝑁/𝐴, sendo 𝐴 = 𝜋(25 cm)2 a área do
tanque. Essa abordagem permite a comparação direta com estudos anteriores [27, 7] e
possibilita generalizar os resultados para sistemas com diferentes tamanhos de tanque e
de cardumes. Para densidades inferiores ao ponto crítico 𝜌𝑐 ≈ 75m−2, observa-se um
regime superdifusivo, caracterizado por expoentes 𝛾 próximos de 2. Esse comportamento
está associado à presença de correlações de longo alcance entre os indivíduos, associadas
a uma dinâmica multifractal. À medida que a densidade ultrapassa esse limiar (𝜌 > 𝜌𝑐),
o valor de 𝛾 diminui progressivamente com o aumento de 𝜌, embora permaneça acima de
1, indicando que o regime superdifusivo persiste.

Figura 4.2: a) Variação do expoente médio 𝛾̄ em função da densidade 𝜌, indicando uma
transição gradual no regime de difusão. A linha tracejada representa os valores de 𝛾 = 1
e na região sombreada com a cor vermelha representa 𝛾 < 1 (subdifusão). b) Comporta-
mento da constante de difusão média 𝐷̄. As barras de erro representam o desvio padrão
das médias de 5 realizações experimentais.

O declínio da curva 𝛾̄ × 𝜌 pode ser interpretado como um enfraquecimento na cor-
relação de longo alcance entre os indivíduos do cardume, especialmente em densidades
superiores ao limiar 𝜌𝑐. Esse enfraquecimento está associado à fragmentação do grupo
em diferentes domínios espaciais — regiões nas quais os peixes mantêm interações fortes
localmente, mas reduzem sua influência sobre indivíduos mais distantes. Quando o car-
dume está coeso, todos os indivíduos permanecem conectados, direta ou indiretamente,
por meio de interações locais como alinhamento, coesão e repulsão, o que gera uma forte
correlação : o movimento de um peixe pode influenciar os demais, mesmo a longas dis-
tâncias, por meio de suas interações ao longo do tempo. No entanto, à medida que o grupo
se fragmenta nesses domínios, essa rede contínua de influências se rompe. As interações
entre indivíduos de domínios distintos tornam-se mais fracas, dificultando a propagação
de informações comportamentais ao longo do grupo. Como consequência, a correlação



4 RESULTADOS E ANÁLISES 45

entre indivíduos distantes enfraquece [7].
Os valores de 𝛾̄ também estão destacados na tabela 4.1, onde se observa claramente

que os expoentes 𝛾 mantêm-se acima de 1 para todos os tamanhos de grupo analisados, o
que confirma a persistência do regime superdifusivo. A transição entre diferentes regimes
de difusão, evidenciada pela redução gradual de 𝛾, ocorre de forma progressiva à medida
que o número de indivíduos aumenta.

𝑁 𝜌 ⟨𝛾⟩ ⟨𝐷⟩
2 1.02 1.93 ± 0.01 0.03 ± 0.01
3 15.3 1.95 ± 0.01 0.05 ± 0.02
5 25.5 1.94 ± 0.02 0.05 ± 0.01
8 40.76 1.94 ± 0.01 0.1 ± 0.02
10 51 1.93 ± 0.02 0.11 ± 0.02
13 66.24 1.93 ± 0.01 0.1 ± 0.01
15 76.4 1.92 ± 0.02 0.13 ± 0.04
18 91.72 1.58 ± 0.08 0.24 ± 0.07
20 102 1.61 ± 0.04 0.41 ± 0.01
25 127.4 1.46 ± 0.08 0.74 ± 0.21
30 153 1.40 ± 0.1 0.86 ± 0.3

Tabela 4.1: Médias dos expoentes de difusão anômala ⟨𝛾⟩ e das constantes de difusão
⟨𝐷⟩ para diferentes escalas populacionais de peixes. Os erros indicam o desvio padrão
das médias de 5 realizações experimentais.

O comportamento observado na transição dos expoentes da figura 4.2 sugere, também,
uma reorganização das interações internas dentro do cardume, especialmente em densi-
dades mais elevadas. Os resultados obtidos são coerentes com estudos anteriores [29],
nos quais foram identificadas mudanças estruturais no comportamento coletivo de peixes
sob diferentes condições de densidade. Esses resultados alinham-se com a mudança de
regime entre comportamentos de cardume (schooling), no qual os peixes se deslocam de
forma coordenada e polarizada, mantendo alinhamento direcional, e agrupamentos menos
organizados, nos quais os indivíduos permanecem próximos por razões sociais, mas sem
uma direção comum de movimento (shoaling) [46, 47].

4.2 Segmentação dos estados de pausa e movimento com
o método de Otsu

Para aprofundar a análise da intermitência no movimento, foi implementado um cri-
tério estatístico de segmentação baseado na distribuição de velocidades. O método de
Otsu, originalmente desenvolvido para segmentação de imagens, foi adaptado para definir
um limiar ótimo de velocidade 𝑣𝐿 , que separa, de forma objetiva, os estados de pausa e
movimento, maximizando a variância interclasses.

Considerando que os indivíduos de um mesmo cardume exibem distribuições de ve-
locidade similares ao longo do tempo, reflexo do comportamento coletivo, o limiar de
velocidade estimado a partir de um único peixe pode ser considerado representativo da
dinâmica do grupo. Consequentemente, o limiar de deslocamento derivado dessa medida
é adotado como um parâmetro válido para caracterizar os estados de movimento e pausa
do cardume como um todo.
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A figura 4.3 (a) ilustra a segmentação dos estados de pausa e movimento por meio do
método de Otsu. Como o objetivo é determinar o comprimento do passo, adotamos como
referência o limiar de deslocamento obtido pela equação 3.21. Em contraste, as figuras
4.3 (b) e 4.3 (c) apresentam segmentações baseadas em limiares de deslocamento fixos,
definidos arbitrariamente como 𝑑𝐿 = 0,5 cm e 𝑑𝐿 = 0,3 cm, respectivamente, apenas para
fins comparativos. Assim, observa-se que, mesmo considerando diferentes métodos de
definição de limiar, como o de Otsu, os episódios de pausa tendem a ser mais frequentes
e duradouros em comparação aos episódios de movimento.

Figura 4.3: Os painéis (a), (b) e (c) mostram exemplos de cluster de pausa e movimento
para diferentes escolhas de limiares, com os segmentos coloridos indicando pausas (ver-
melho) e movimentos (azul). No painel (d), é apresentada a distribuição de velocidades
𝑃(𝑣) para 1 peixe dentro do cardume com 10 peixes. A linha vertical marca o limiar de
velocidade 𝑣𝐿

Esse comportamento é consistente com as restrições físicas impostas pelo ambiente
experimental: o confinamento do cardume em um aquário de dimensões finitas impõe um
limite superior ao deslocamento espacial dos indivíduos. Em outras palavras, a impossibi-
lidade de realizar movimentos amplos, devido ao diâmetro limitado do aquário, favorece
dinâmicas dominadas por curtas explorações intercaladas por períodos mais longos de
imobilidade.

N 2 3 5 8 10 13 15 18 20 25 30
𝜌 1.02 15.3 25.5 40.76 51 66.24 76.4 91.72 102 127.4 153
1 0.356 0.313 0.286 0.300 0.427 0.405 0.328 0.303 0.509 1.92 1.73
2 0.324 0.516 0.359 0.316 0.358 0.416 0.449 0.480 0.394 1.26 1.49
3 0.324 0.300 0.300 0.467 0.365 0.371 0.544 0.367 0.357 1.14 1.49
4 0.407 0.300 0.300 0.482 0.367 0.571 0.335 0.334 0.519 0.364 2.08
5 0.384 0.300 0.300 0.446 0.385 0.339 0.388 0.360 0.406 2.08 1.52

Tabela 4.2: Valores de limiar 𝑑𝐿(cm), obtidos para diferentes tamanhos de cardume, con-
siderando cinco realizações independentes para cada quantidade de peixes.

Observou-se que, à medida que o número de peixes no cardume aumenta, comomostra
a tabela 4.2, os episódios de pausa tornam-se mais frequentes e prolongados, enquanto
os movimentos ativos diminuem. Essa mudança no padrão de comportamento coletivo
está associada ao aumento da densidade no ambiente experimental, que pode restringir os
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deslocamentos individuais e favorecer estados de inatividade, possivelmente como uma
estratégia de organização ou autopreservação do grupo.

Figura 4.4: Variação do valor médio do limiar 𝑑𝐿 (em cm) em função do número de peixes
𝑁 no cardume. Cada ponto representa a média de cinco realizações independentes, e as
barras de erro indicam o desvio padrão.

O aumento do limiar 𝑑𝐿 , observado na figura 4.4 reflete essa dinâmica: com menor
predominância de movimentos e maior ocorrência de pausas, o que eleva o valor necessá-
rio para separar os dois regimes.

4.3 Distribuição de comprimentos de passos e o expoente
𝜇

A análise da distribuição dos comprimentos de passo, 𝑃(ℓ), oferece uma abordagem
estatística complementar à avaliação do deslocamento quadrático médio (MSD). Essa dis-
tribuição permite investigar a frequência dos comprimentos de passo relativos aos deslo-
camentos em relação ao centro de massa, realizados pelos peixes ao longo do tempo, for-
necendo informações relevantes e detalhadas sobre os regimes de reorganização interna
dos cardumes.

Quando 𝑃(ℓ) apresenta um decaimento em lei de potência, do tipo 𝑃(ℓ) ∼ ℓ−𝜇, o
expoente 𝜇 torna-se um parâmetro fundamental para a caracterização do movimento. Va-
lores de 𝜇 na faixa 1 < 𝜇 ≤ 3 são indicativos de voos de Lévy, refletindo uma dinâmica
superdifusiva. Por outro lado, quando 𝜇 > 3, o movimento tende a se comportar como
uma partícula browniana, com difusão normal.

Os valores de ℓ utilizados nos ajustes seguem uma distribuição de lei de potência trun-
cada, iniciando a partir de um valor mínimo ℓmin, que define o limiar acima do qual a cauda
da distribuição passa a ser analisada. Para determinar esse ponto de corte, foi empregada
a estatística de Kolmogorov-Smirnov (KS) [48], que mede a maior discrepância absoluta
entre a distribuição acumulada dos dados experimentais e o ajuste teórico. O valor de
ℓmin é, portanto, escolhido como aquele que minimiza a estatística KS, garantindo que o
melhor ajuste do comportamento da cauda da distribuição observada. A figura 4.5 exibe
as distribuições de probabilidade dos comprimentos de passo |ℓ |, considerando apenas os
valores acima de um limiar ℓmin, caracterizada pelo expoente 𝜇, para cinco cardumes de
peixes.
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Em todos os casos, o movimento dos peixes não segue uma distribuição puramente
exponencial nem uma lei de potência pura. Em vez disso, o que ocorre é um voo de Lévy
truncado, com um limite máximo imposto pelo ambiente. Assim o melhor ajuste para a
curva da distribuição é [49]:

𝑃(ℓ) ∼ ℓ−𝜇𝑒−𝜆ℓ . (4.1)

Devido a limitação imposta pelo tamanho do aquário, os peixes não conseguem nadar
indefinidamente para longe. Esse limite é representado pelo fator exponencial ( 𝜆), que re-
duz a ocorrência de deslocamentos muito grandes. Ou seja, mesmo que um peixe pudesse
fazer um trajeto longo, ele acaba sendo restringido pelas bordas do aquário

Figura 4.5: Distribuições de probabilidade dos módulos dos deslocamentos |ℓ | ≥ ℓ𝑚𝑖𝑛 para
diferentes números de peixes 𝑁 . Os gráficos (a)-(c) mostram os ajustes de lei de potência
truncada para 𝑁 = 2, 15 e 30, respectivamente, indicando o valor estimado do expoente 𝜇
em cada caso. Em (d), as distribuições colapsadas evidenciam o aumento sistemático do
expoente 𝜇 com 𝑁 . As linhas guias em (d) representam leis de potência com diferentes
expoentes para comparação teórica para 𝜇 = 1 (linha contínua) e 𝜇 = 3 (linha pontilhada).

No entanto, neste trabalho, focamos na análise do expoente 𝜇 ao caracterizar a natureza
estatística dos deslocamentos e indicar possíveis desvios em relação ao regime browniano.
Na figura 4.6, apresentamos os expoentes 𝜇 obtidos para todos os grupos de peixes.
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Figura 4.6: Evolução do expoente de cauda ⟨𝜇⟩ da distribuição de passos em função da
densidade 𝜌. A região sombreada representa a faixa limite ao movimento browniano. As
barras de erro indicam o erro em torno de ⟨𝜇⟩.

À medida que o número de peixes aumenta, há uma transição notável no perfil es-
tatístico de 𝜇, cujo valores estão sintetizados na tabela 4.3. Para 𝜌 < 𝜌𝑐, o expoente 𝜇
varia entre 1 e 3, mostrando que, dentro do cardume, a trajetória dos peixes é descrita
como voo de Lévy. Já para 𝜌 > 𝜌𝑐, encontramos o valor de 𝜇 > 3, indicando que, para
altas densidades, o movimento dos peixes assemelha-se àquele executado pelos caminhan-
tes brownianos. Esse resultado reforça a análise anterior do MSD, mostrando que há uma
transição entre os regimes de difusão e tipo de movimento conforme a densidade aumenta.
Tal transição reflete uma reorganização coletiva: com maior densidade, os peixes passam
a restringir seus movimentos, adotando trajetórias mais curtas e regulares.

𝑁 𝜌 ⟨𝜇⟩
2 1.02 1.39 ± 0.15
3 15.3 1.83 ± 0.57
5 25.5 1.72 ± 0.23
8 40.76 1.79 ± 0.10
10 51 2.15 ± 0.18
13 66.24 2.39 ± 0.20
15 76.4 2.80 ± 0.31
18 91.72 3.29 ± 0.56
20 102 3.30 ± 0.58
25 127.4 3.36 ± 0.69
30 153 3.47 ± 0.24

Tabela 4.3: Valores médios dos expoentes 𝜇 das distribuições de passos, em função do
número de peixes 𝑁 .

Aqui, também, considera-se a possibilidade de que os cardumes se fragmentem em do-
mínios, especialmente em condições de alta densidade [7]. Essa fragmentação do cardume
leva a uma dinâmica mista: dentro de cada domínio, os peixes mantêm padrões compa-
tíveis com voos de Lévy, devido a correlação forte intra-domínio, enquanto os desloca-
mentos inter-domínios ocorrem de forma mais aleatório, tendendo ao browniano, devido a
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correlação mais fraca. Essa mudança no padrão de movimento contribui para a flutuação
observada nas métricas de erro.

Figura 4.7: Evolução da configuração espacial com relação ao centro de massa, de 30
peixes ao longo do tempo. a) 𝑡 = 3.316𝑥10−2𝑠, b) 𝑡 = 1.658𝑥10−1𝑠, c) 𝑡 = 3.316𝑥10−1𝑠
e d) 𝑡 = 6.633𝑥10−1𝑠. Os domínios delimitados pelas curvas vermelhas evidenciam a
fragmentação do cardume em subgrupos, especialmente em condições de alta densidade.
Observa-se também o trânsito de indivíduos entre diferentes domínios ao longo do tempo.

A literatura existente sobre voos de Lévy aponta que a eficiência no forrageamento é
otimizada, especialmente em cenários onde os recursos são escassos [15]. No presente es-
tudo, no entanto, o aquário experimental não oferece alvos definidos a serem localizados;
os únicos elementos em movimento são os próprios peixes. Como o objetivo é investigar
os padrões internos de movimentação do cardume, adotamos o centro de massa como refe-
rencial [6]. Dessa forma, ainda que o contexto seja distinto daquele previsto pela hipótese
clássica de forrageamento, recorremos qualitativamente aos conceitos associados aos voos
de Lévy para interpretar os deslocamentos observados nos cardumes de peixe Zebra.

Diante da ausência de recursos no ambiente, surge uma questão natural: o que, então,
os peixes estariam, buscando? Acredita-se que esses organismos tenham evoluído para
adotar esse padrão de movimentação como uma estratégia adaptativa [50, 51]. Assim,
mesmo na ausência de alvos externos ao cardume, seus deslocamentos internos parecem
seguir uma lógica funcional.

Apesar dos avanços no entendimento das dinâmicas sociais em outras espécies, como
aves [52], a investigação da distribuição de influência entre indivíduos ainda é incipiente
em estudos com cardumes de peixes. No entanto, observações recentes sugerem que essas
estruturas coletivas podem apresentar padrões organizacionais complexos, com indícios
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de hierarquia interna [27]. Esse tipo de estrutura também é observado quando 𝜌 > 𝜌𝑐,
mesmo nos casos em que o cardume se fragmenta em domínios. Dentro de cada domínio,
podem surgir indivíduos que exercem um papel mais influente, embora essa influência
tenda a alternar entre os membros ao longo do tempo. Além disso, os peixes frequente-
mente transitam entre diferentes domínios, o que favorece a interação social e o transporte
de informação, como mostra a figura 4.7. Esse comportamento contribui para reforçar a
distinção entre diferentes modos de organização coletiva, como shoaling e schooling [7,
29].

Dessa forma, ocorrência de voos de Lévy nesse referencial, especialmente durante
processos de reorganização espacial, pode, portanto, representar uma estratégia eficiente
para a busca de novos papéis funcionais dos peixe dentro do cardume. Essa reorganiza-
ção espacial estratégica pode representar uma possível tática adaptativa, favorecendo a
sobrevivência do grupo durante o forrageamento.

4.4 Distribuição 𝑞-Gaussiana do ruído associado ao com-
primento do passo

Nesta seção, analisamos as distribuições do ruído associado ao comprimento do passo
𝛿𝑟 com o objetivo de identificar padrões de correlação na dinâmica coletiva dos cardumes.
Para isso, utilizamos a função 𝑞-Gaussiana, uma generalização da distribuição normal
[53], que permite descrever distribuições com caudas pesadas para 𝑞 > 1, recuperando a
gaussiana no limite 𝑞 → 1 [54, 55]. Essa abordagem é particularmente útil para mode-
lar flutuações amplificadas e correlações de longo alcance, características recorrentes em
sistemas biológicos com interação entre indivíduos.

O valor de 𝑞 reflete o comportamento da cauda, verifica-se cauda curta ou cauda longa
quando comparadas a gaussiana. Quando 𝑞 → 1, a distribuição retorna a difusão normal
e a respectiva forma gaussiana.

Já para 𝑞 > 1 o comportamento assintótico de lei de potência surge, evidenciando
uma cauda pesada [20]. Na figura 4.8, esse comportamento é evidenciado tanto no painel
(a), que mostra o alargamento das caudas das distribuições com o aumento do número de
indivíduos, quanto no painel (b), onde se observa a variação do parâmetro 𝑞 em função
da densidade do cardume. A função de densidade de probabilidade da distribuição 𝑞-
Gaussiana de Tsallis é dada por [53]:

𝑃𝑞 (𝛿𝑟) =
𝛽0
𝐶𝑞

[
1 − (1 − 𝑞)𝛽(𝛿𝑟 − ⟨𝛿𝑟⟩)2] 1

1−𝑞 , 1 < 𝑞 < 3

onde 𝐴 é o fator de normalização, ⟨𝛿𝑟⟩ o valor médio, 𝛽 está associada à largura da distri-
buição e 𝑞 é o parâmetro entropico que regula o decaimento das caudas.
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Figura 4.8: a) Distribuições de probabilidade dos deslocamentos para diferentes tamanhos
de grupo, ajustadas por distribuições do tipo 𝑞-gaussiana. b) Variação do parâmetro mé-
dio 𝑞 em função da densidade 𝜌, evidenciando a transição de um regime não-gaussiano
para um comportamento mais próximo do regime gaussiano padrão. As barras de erro
representam o desvio padrão nos ajustes de 𝑞.

Os ajustes mostraram que as distribuições empíricas não seguem uma gaussiana pa-
drão, especialmente em baixas densidades populacionais. Os valores do parâmetro 𝑞,
apresentados na tabela 4.4, indicam que para pequenos grupos (por exemplo, 𝑁 = 2, 3),
os deslocamentos são melhor descritos por 𝑞-Gaussianas com 𝑞 > 2,2, refletindo a ocor-
rência de caudas pesadas e maior dispersão nos deslocamentos. Isso está em acordo com
os resultados das seções anteriores, que identificaram um regime superdifusivo (𝛾 > 1)
e um expoente de lei de potência 𝜇 < 3, ambos característicos de movimentos com alta
variabilidade e intermitência, como os voos de Lévy.

𝑁 𝜌 ⟨𝑞⟩
2 1.02 1.72 ± 0.17
3 15.3 1.56 ± 0.06
5 25.5 1.64 ± 0.17
8 40.76 1.73 ± 0.20
10 51 1.55 ± 0.12
13 66.24 1.50 ± 0.1
15 76.4 1.58 ± 0.13
18 91.72 1.53 ± 0.10
20 102 1.38 ± 0.11
25 127.4 1.31 ± 0.11
30 153 1.25 ± 0.08

Tabela 4.4: Valores médios dos expoentes 𝜇 das distribuições de passos e dos parâmetros
entrópicos 𝑞 obtidos a partir dos ajustes por 𝑞-gaussianas, em função do número de partí-
culas 𝑁 .

À medida que a densidade aumenta, observa-se uma diminuição progressiva no valor
de 𝑞, que tende a estabilizar em torno de 𝑞 ≈ 1,6 para 𝑁 = 30. Essa tendência aponta para
uma aproximação do comportamento gaussiano, com distribuições mais concentradas em
torno da média e deslocamentos menos dispersos. Tal comportamento é coerente com a
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transição observada no deslocamento quadrático médio, onde o expoente 𝛾 tende a 1 e
também com os valores de 𝜇.

Portanto, esta análise baseada na 𝑞-Gaussiana confirma e aprofunda os resultados das
análises anteriores: o sistema transita de uma dinâmica anômala, com forte variabilidade
estatística e indícios de não extensividade, para um comportamento mais próximo do re-
gime browniano, à medida que o número de indivíduos aumenta.



CAPÍTULO 5

Conclusão

Neste trabalho, utilizamos dados experimentais, coletados pelo LaSCoU, de cardumes
de (Danio rerio) em ambiente controlado, para investigar a posição dos indivíduos com
relação ao centro de massa do grupo. A partir de conceitos fundamentais, como o Teorema
Central do Limite e sua generalização, que fundamentam os modelos de difusão normal e
anômala, incluindo os voos de Lévy, analisamos quantitativamente os padrões de movi-
mento coletivo. Para isso, utilizamos medidas como o deslocamento quadrático médio e a
distribuição dos comprimentos de passo, considerando a forma como as variáveis aleató-
rias envolvidas se distribuem. Essa abordagem nos permitiu identificar uma relação clara
entre o tamanho do cardume e o regime difusivo predominante.

Em particular, observamos a emergência de comportamentos compatíveis com difu-
são anômala e voos de Lévy para 𝜌 < 𝜌𝑐, enquanto, para 𝜌 > 𝜌𝑐, um tendencia para
padrões de difusão normal e movimento browniano. Essa transição foi evidenciada pelo
comportamento do deslocamento quadrático médio (MSD) e complementada pela análise
dos comprimentos de passo, cuja distribuição segue uma lei de potência com expoente
𝜇. Esses resultados sugerem que a reorganização interna do grupo segue mecanismos
estocásticos que favorecem uma redistribuição espacial eficiente dos indivíduos.

Para investigar esse comportamento com mais profundidade, realizamos três análises
teóricas, cada uma abordando um aspecto específico da dinâmica do sistema. A primeira
análise centrou-se no deslocamento quadrático médio (MSD), permitindo identificar a na-
tureza da difusão ao longo do tempo. Através da variação do expoente 𝛾, observou-se uma
clara dependência com a densidade: para pequenos grupos, 𝛾 > 1 indica difusão anômala,
enquanto para grupos maiores 𝛾 → 1, apontando em direção a um regime browniano.

A segunda análise considerou a distribuição dos comprimentos de passos com relação
ao centro de massa, revelando que, sob restrição espacial, os deslocamentos seguem uma
lei de potência truncada. Essa distribuição, caracterizada por uma cauda pesada, sugere
que o padrão de movimentação é intermitente e compatível com voos de Lévy truncados.
O valor do expoente 𝜇, sensível à densidade, indicou uma transição estatística do regime
superdifusivo para o difusivo normal com o aumento do número de indivíduos.

Por fim, a terceira análise focou na caracterização das distribuições empíricas de des-
locamento por meio de ajustes com a função 𝑞-gaussiana, que corresponde à estatística
não extensiva de Tsallis. Esse tipo de distribuição surge naturalmente em sistemas com
correlações de longo alcance ou memória, e representa uma generalização da distribui-
ção normal. Observamos que, em diferentes condições de densidade, os deslocamentos
dos peixes não seguem uma gaussiana padrão, mas sim distribuições com caudas mais
pesadas, capturadas por valores de 𝑞 > 1.

Nossa investigação revelou que o reposicionamento espacial dos zebrafish apresenta
características compatíveis com um padrão de voo de Lévy. Esse comportamento, ampla-
mente descrito na literatura por favorecer buscas mais eficientes em ambientes estocásti-
cos, também se manifesta aqui como um mecanismo relevante para a redistribuição das
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posições dos peixes dentro do cardume. Observamos uma alternância entre deslocamentos
curtos e eventos de movimentação mais longos, configurando uma distribuição de passos
com cauda pesada. Essa dinâmica sugere a existência de um equilíbrio entre exploração
global e exploração local, permitindo aos indivíduos acessar novas posições e, potencial-
mente, novos papéis funcionais no coletivo, sem comprometer a coesão do grupo. Esse
padrão de movimentação evidencia uma dinâmica hierárquica no interior do grupo, em
que a mobilidade dos indivíduos está fortemente condicionada tanto pelas interações lo-
cais quanto pela posição relativa no coletivo. Assim, a redistribuição espacial não ocorre
de modo homogêneo, mas segue uma organização flexível, que pode favorecer a adaptação
rápida a novas configurações sociais ou ambientais.

Para estudos futuros, aplicaremos esta e outras análises de dados em amostras de
peixes-zebra adultos ou larvas, com o intuito de desenvolver trabalhos voltados para diag-
nósticos pré-clínicos. Essa proposta está fundamentada na cooperação entre o Laboratório
de Sistemas Complexos e Universalidades (LaSCoU) e o Laboratório de Ecofisiologia e
Comportamento Animal (LECA). Também será considerado o uso de modelos comporta-
mentais para a análise dos efeitos de fármacos e da aplicação de substâncias como o álcool,
a fim de investigar alterações no padrão locomotor e na dinâmica coletiva. Além disso,
simulações computacionais poderão ser integradas para complementar os dados empíricos
e testar hipóteses que não são facilmente reproduzíveis em laboratório.

5.1 Trabalho em redação
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